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Abstract: The paper is motivated by the conundrum of the “savings glut” or 

“secular stagnation”. I look at a closed economy with a given nominal rate of 

growth ݃ in steady state. By an appropriate choice of ݃ we may look at it as the 

real rate of growth. I compare different steady states each of which is 

characterized by a steady state rate of interest ݎ. I describe the economy by 

means of a set of assumptions, which together form the “meta‐model”. Special 

cases of the meta‐model for the production system of the economy are a 

Solow macro‐economic production function. Or a model with vintage capital. 

Or a model with endogenous technical progress. Many more models fit the 

meta‐model. If the rate of interest ݎ is a correct price signal for intertemporal 

choice then I can derive a Generalized Golden Rule of Accumulation.  If the 

government can borrow at the risk‐free equilibrium rate of interest ݎ	then the 
Golden Rule optimum ሺݎ ൌ ݃ሻ is characterized by the fundamental equation of 

steady state capital theory: Tൌ ܼ െ  where ܼ is the “waiting period” of the ;ܦ
representative private household; ܶ is the Böhm‐Bawerk period of production, 

as modernized by Hicks; ܦ is the “public debt period”, i.e. net public debt 
divided by national consumption. An enlarged meta‐model includes (land‐, 

oligopoly‐ etc.‐) rents. Let ܮ be their capitalized value divided by national 
consumption. Then, at the Golden Rule optimum, the extended fundamental 

equation of steady state capital theory holds: T൅ܮ ൌ ܼ െ    .ܦ

Using this temporal approach in capital theory I introduce two coefficients of 

intertemporal substitution (CIS): one for the production system and one for the 

consumption system. For the meta‐model, I prove a “law of intertemporal 

substitution” in terms of CIS. I develop a second degree Taylor approximation 

for the percentage welfare losses due to a steady state rate of interest 

different from the rate of growth. They are in proportion to the two CIS in the 

production system and in the consumption system; in proportion to the square 

of ܶ in the production system and to the square of ܼ in the consumption 
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system, and in proportion to the square of the difference between the rate of 

interest and the rate of growth. Because the savings glut is due to ܼ being 
substantially larger than ܶ the welfare loss is mainly due to ሺݎ െ ݃ሻ – induced 
misallocation in the consumption system and to a much smaller degree due to 

ሺݎ െ ݃ሻ – induced misallocation in the production system. With some 

calibration of the variables I infer that zero net national debt, ܦ ൌ 0, leads to a 
welfare loss between 25 percent and 45 percent of the maximum real income 

at the point ݎ ൌ ݃, depending on the degree of risk aversion ߤ. On top comes 

the risk of ineffective employment policy due to the zero lower bound.  

I investigate potential deviations of a realistic magnitude from the assumptions 

of the meta‐model: 1. The “waiting period” ܼ rises over time due to rising life 

expectation. 2. The rate of interest ݎ may be a biased price signal for the 

production system. 3. There is a negative or positive secular trend in the rate of 

growth of real income. Due to some of these deviations the optimal steady 

state rate of interest diverges from the rate of growth. Yet this divergence 

remains rather small. This result is due to the same fact of life that also leads to 

the “savings glut”: in the 21st century ܼ is substantially larger than ܶ.  

JEL Classification:  B22, E69, E12, E13, E14                                                                    
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Chapter 1 Say´s Law 

Under the entry of “Say´s Law” Wikipedia quotes the following statement by 

J.B. Say: "A product is no sooner created, than it, from that instant, affords a 

market for other products to the full extent of its own value."[ 

Neoclassical economics would add: “given that relative prices are in accordance 

with general equilibrium.” This addendum, in a sense, is enough to cover what 

Say as well as his critics, in particular John Maynard Keynes and his followers, 

intended to say. To make this contention precise it is useful to investigate a 

closed economy growing in a steady state. We begin by assuming that there is 

no technical change. Later in the text, we make clear that we can incorporate 

many forms of technical change.  

The important point is intertemporal relative prices. We can imagine that the 

cash price of any given consumption good remains constant through time‐ as 

production technology does not change. However, there is the real rate of 

interest, which is well defined, if the commodity basket of the representative 

consumer remains the same through time. A higher rate of interest means that 

relative prices of future goods are lower in terms of prices of present goods. 

Therefore, we may assume that there exists a real rate of interest so that with 

this rate all product markets and all input markets clear. With this equilibrium 

rate of interest, we have full employment. Following tradition we give it the 

name “natural rate of interest”. We may assume an overlapping generations´ 

model. Each generation lives a finite duration of time. Ignoring for the moment 

bequests to a younger generation we can say that – in terms of present values ‐ 

each individual consumes as much as he/she “produces, the latter in the form 

of the “wages” he/she gets for this production.  

Assuming for a moment a real rate of interest of zero, Say´s law may be in 

trouble because each person may consume so late in life or may work so early 

in life that at any given calendar time the amount of wealth hypothetically 

owned by private households in general equilibrium exceeds the amount of 

capital which would be employed by the production system.  The answer then 

is: the natural real rate of interest is negative. Here the Keynesian denial of 

Say´s law enters the picture: in an economy with cash money there is a zero 

lower bound of the nominal rate of interest. In this case, without inflation, the 

“natural rate of interest” cannot be reached. We then encounter the “savings 

glut problem”.  
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If we do have the savings glut problem, there exist two solutions for this 

problem. They are: 1. get rid of the zero lower bound and 2. get rid of the 

savings glut itself.  Both solutions can again be provided in two different forms: 

1A: get rid of cash as a means of exchange;   1B: find a way to stimulate 

inflation enough so that the nominal zero lower bound is compatible with the 

negative real natural rate of interest. If one wants to get rid of the savings glut, 

there are two ways to do this (or a mixture of the two): 2A: punish savings 

enough by means of the tax system so that people despair of providing so 

much for their own future. 2B: let the government incur a sufficient quantity of 

public debt so that the equilibrium real rate of interest is no longer negative, 

because the economy at large saves much less than does its private sector. 

The following provides a steady state analysis in the spirit of capital theory to 

shed some light on the savings glut problem and its solutions. Before starting 

the formal analysis we refer selectively to some policy proposals. Concerning 

solution 1 (get rid of the zero lower bound) we have Rogoff´s proposal to 

abolish cash as a means of payment. (Rogoff 2016). We have an earlier 

proposal by the (then) Chief Economist of the IMF, Blanchard, to try to 

implement a planned rate of inflation of 4 percent per annum, which would 

allow a real rate of interest of ‐4 percent per annum, if needed for full 

employment (Blanchard et al 2010). Concerning solution 2 (get rid of the 

savings glut itself), there are people who suggest that a more progressive 

income taxation will lower the average propensity to save. Alternatively it has 

been suggested that one should raise public debt within the constraint that the 

long run real rate of interest for safe assets remain below the long run rate of 

growth. This solution has been proposed by myself (von Weizsäcker 2010, von 

Weizsäcker 2o11, von Weizsäcker 2014, von Weizsäcker 2015), and, to my 

understanding, it is implied by the secular stagnation hypothesis of Summers 

(Summers 2013, Summers 2014, Rachel and Summers 2019) and by 

Blanchard´s analysis in his AEA‐Presidential Address (Blanchard 2019).    

 

 

 

 

Chapter 2 The Standard “Meta‐Model”.  

Section 1. The Generalized Golden Rule of Accumulation. 
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This is the philosophy of my modelling approach: I want to concentrate on the 

steady state of a closed economy in the tradition of capital theory, as it 

originated in Böhm‐Bawerk 1889 and continued to be further developed for 

almost a century up until the year 1980. By exploiting the assumption that we 

look at a steady state one can derive results without having to specify all the 

details of the underlying model in terms of production and consumption. For 

the beginning the reader may assume that 1) the available technology of the 

economy remains constant through time, 2) households have fixed 

preferences, which are the same from one household to the next one, 3) we 

work in an overlapping generations´ model. As we shall see later, we can 

generalize these assumptions and still get the same results. Thus, technical 

change, even certain forms of endogenous technical change, rising life 

expectancy and other changes all are compatible with the results of the 

standard model.  

Given that we don´t have to specify all details of the underlying model in terms 

of production and consumption, I call my model a “meta‐model”.  

We concentrate on the comparison of full employment steady state situations. 

Each such steady state has a different equilibrium rate of interest, ݎ. The rate 
of interest remains constant through time. The system at large has an 

exogenously given rate of growth, ݃. The best way to understand our approach 
is to consider variables like income, wages, the interest rate, the rate of growth 

of the system in nominal terms i.e. in, say, Euros per unit, whatever the unit 

may be. But, as long as we can unequivocally define a rate of inflation, we may 

also get hold of real variables like the real rate of growth, the real rate of 

interest etc. Using certain more specific models in later chapters, we will see 

the advantages of using nominal variables: in particular, changes in the 

structure of the available technology and ensuing changes in relative prices of 

consumption goods can be dealt with in this steady state comparison.  

The set of possible rates of return (rates of interest) ݎ for safe assets is a set of 
real numbers and thus a subset of the set of real numbers. Here we denote the 

set of possible rates of return, ݎ, by the capital letter ܴ. We then make the 

following assumption 

Assumption	1:	The	set	R	is	a	connected	subset	of	the	set	of	real	numbers. 
The exogenously given growth rate ݃ is contained in ܴ.   

We exclude interest rates, which are so high that the system cannot pay any 

wages. It may thus be the case that ܴ is strictly smaller than the set of real 
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numbers. Moreover the set ܴ may be bounded below.  But the connectedness 

of ܴ is not affected: For any given ݎ ∈ ܴ any smaller ݎ above its lower bound is 
also a member of ܴ.  

Provided that for any given steady state the rate of interest, ݎ, is given, a 
particular technique of production ߠ is in use. This means that in equilibrium 

each production sector of this multi‐commodity economy has chosen its 

particular technique of production. We do not have to specify the details of the 

technique in use. We simply say that ߠ is a function of the prevailing steady 
state rate of interest, i.e. ߠ ൌ  ,ݎ ሻ.  Given the steady state rate of interestݎሺߠ
the expression ߠሺݎሻ simply is the “name” of the prevailing technique of 

production. It is then convenient to apply the following “naming convention”: 

ሻݎሺߠ ≡  ሻ must be distinguishedݎሺߠ But, of course, the technique .ݎ

conceptually from its “name giver” ݎ.  

Let then ݄ܶ݁ܽݐ be the set of techniques ߠ for which there exists a rate of 
interest ݎ ∈ ܴ such that ߠ ൌ  ሻ. In a formulaݎሺߠ

ܽݐ݄݁ܶ ൌ 	 ሼ:ߠ	ݎ∃ ∈ ܴ, .ݏ .ݐ ߠ ൌ  ሻሽݎሺߠ

Note that this set ݄ܶ݁ܽݐ is a “small” subset of all feasible techniques of 

production, because there are likely to be many feasible techniques of 

production, which will not be applied at any steady state rate of interest.  

Now we define ݕ as (nominal) annual net social product per “head” at time 

zero. By “head” we mean a fully employed average worker in the economy. We 

also may say: ݕ is the economy´s labor productivity (in nominal terms) at time 

zero. We now split ݕ into two components 

ݕ ൌ ;ݎሺݓ ሻߠ ൅ ;ݎሺݒݎ  ሻߠ

Here ݒሺݎ;  ሻ is the average amount of capital per worker used in theߠ

production process. Thus, ݒݎሺݎ;  ሻ is the average cost of capital per worker inߠ
this economy. The remaining component ݓሺݎ; ሻߠ ൌ ݕ െ ;ݎሺݒݎ  ሻ is the “rest ofߠ
income” after capital got its return. In capital theory from Böhm‐Bawerk´s time 

on and including the Cambridge‐Cambridge controversy this “rest of income” 

was identified with the wage rate. Thus, looking at ݓሺݎ;  is ݎ ሻ as a function ofߠ
what Samuelson called the factor price frontier (Samuelson 1962), and what we 

also may call the “wage‐interest‐curve”. Keeping ߠ constant is then the wage‐
interest curve for any given technique. And varying ߠሺݎሻ	with ݎ then leads to a 
kind of “envelope” of the different technique‐specific wage‐interest curves.  
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However, in our general approach in this paper we do not have to identify 

;ݎሺ	ݓ  ሻ with the average wage rate. It is then, formally, just what remains ofߠ

value added per worker after capital has its share in the form of the risk‐free 

rate of interest. The models traditionally used in capital theory are just a special 

case of our “meta‐model”. I emphasize that ݓ	ሺݎ;  ሻ also contains riskߠ
premiums, which are paid to capital owners.  

Now I introduce the conventional national accounting division of value added 

into consumption ܿ and net investment ܫ. We can write 

ݕ ൌ ܿሺݎ; ሻߠ ൅ ;ݎሺܫ  ሻߠ

Let us now look at the special case that in any steady state the 

capital/consumption ratio remains constant through time. This amounts to  

Assumption 2: For any given steady state rate of interest ݎ net investment 

;ݎሺܫ ሻߠ ൌ ;ݎሺݒ݃  ሻߠ

Using these two divisions of ݕ we can eliminate ݕ. We have 

;ݎሺݓ ሻߠ ൅ ;ݎሺݒݎ ሻߠ ൌ ܿሺݎ; ሻߠ ൅ ;ݎሺݒ݃  ሻ                 (1)ߠ

We now discuss the nature of the function ܿሺݎ;  ሻ. We may first assume thatߠ

there exists a particular unit commodity basket of consumption goods such 

that for all ݎ ∈ ܴ the actual commodity basket consumed is ܿሺݎ;  ሻ times thatߠ

unit consumption commodity basket. That is, there is no substitution between 

consumption goods whenever relative prices change due to a change in the 

rate of interest. In that simple case it is clear that ܿሺݎ;  ሻ only varies withߠ
 ,the production system ,ߠ ,on ܿ. For ݎ There is no separate influence of	.ߠ

already determines the output vector of consumption goods. So, we then can 

write ܿ ൌ ܿሺߠሻ.	In that case the unit of account of our system is the unit 

consumption commodity basket. In this special case, accounting in real terms 

and accounting in nominal terms coincide. Later, as we turn to the demand side 

for consumption goods in Section 2 below, we see that our general approach 

does not need this assumption of non‐substitution between consumption 

goods.  

We now turn to our “smoothness” assumption. Using our naming convention 

ሻݎሺߠ ≡ ;ݎሺݓ we assume that variables ݎ ;ݎሺݒ ሻሻ andݎሺߠ  ”ሻሻ are “smoothݎሺߠ

functions of ݎ and of ߠ. This is then our  

Assumption 3:  For ݎ ∈ ܴ and for ߳ߠT݄݁ܽݐ	the values 	ݓሺݎ; ;ݎሺݒ ሻ andߠ  ሻ areߠ
continuously differentiable functions of ݎ and ߠ. Addendum to Assumption 3: 
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the variables ݓഥሺݎ; ;ݎሺߟ ഥܷሻሻ and ̅ݒሺݎ; ;ݎሺߟ ഥܷሻሻ to be defined in Section 2 also are 
continuously differentiable functions of their arguments. 

This assumption is reasonably realistic. That values like ݓ or ݒ are continuously 
differentiable with respect ݎ,	 keeping ߠ fixed, is quite obviously the case in 
typical economic models. Continuous differentiability with respect to ߠ 
basically means that there is a sufficient “richness” of available techniques.  

I now turn to the rate of interest as a price signal.  

Assumption 4: (Unbiased price signal r, part 1 (UBPS1)): For each ݎ ∈ ܴ the 
following inequality holds  

;ݎ൫ݓ ሻ൯ݎሺߠ ൒ ;ݎሺݓ ߠ	݈݈ܽ	ݎ݋݂	ሻߠ ∈  ܽݐ݄݁ܶ

 

This assumption corresponds to routine assumptions in capital theory. But it is 

of interest even beyond traditional capital theory. The economic meaning is 

clear: in the competition among different techniques that one prevails which 

allows achieving a maximal remuneration of the other (non‐capital) factors of 

production. Outside of traditional capital theory, this assumption is 

substantially weaker than the assumption of efficiency or, which is the same, 

Pareto optimality. We allow for the possibility that all techniques in the set 

 are hugely inefficient; only such inefficiency then must not affect ܽݐ݄݁ܶ

different steady states to a different degree. Later in the paper we shall replace 

this assumption by a weaker assumption which is compatible with a bias in the 

price signal ݎ.   

Before we come to our first theorem I introduce one additional assumption. It 

is the assumption that any small change in the steady state rate of interest 

goes with some substitution. It takes the following form 

Assumption 5: “Law of demand”. At any steady state rate of interest, ܴ߳ݎ a 
marginal rise in the rate of interest induces a change in the production system 

such that the capital‐output ratio declines. 

This is simply an application of the “law of demand”, here applied to the inputs 

of the production system. A higher rate of interest means that capital has 

become more expensive, whereas the remuneration of the other factors of 

production is lower; the latter can be seen in the fact that ݓ is lower if the rate 

of interest is higher. Neoclassical production theory predicts that such a change 
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in the relative prices of inputs will be answered by a transition towards  

methods of production which uses less capital per unit of output.  

In a mathematical formula we obtain the following inequality. Output per head 

is ݃ݒሺݎ; ሻߠ ൅ ܿሺߠሻ. The inverse of the capital‐output ratio then is  
௚௩ሺ௥;ఏሻା௖ሺఏሻ

௩ሺሺ௥;ఏሻ
ൌ

݃ ൅
௖ሺఏሻ

௩ሺ௥;ఏሻ
. We then assume that this expression rises with rising ߠ, keeping the 

weighting system of prices, induced by ݎ, the same. So in a formula we have  

Assumption 5:    

1
ܿሺߠሻ

݀ܿ
ߠ݀

൐
1

;ݎሺݒ ሻߠ
;ݎሺݒ߲ ሻߠ
ߠ߲

 

 

Using these five assumptions and using our equation  

;ݎሺݓ ሻߠ ൅ ;ݎሺݒݎ ሻߠ ൌ ܿሺݎ; ሻߠ ൅ ;ݎሺݒ݃  ሻߠ

we get a certain inequality which is very useful for our further work. First we 

observe that because of Assumption 4 (the rate of interest is a correct price 

signal) we obtain for ߠ ൌ   that ݎ

;ݎሺݓ߲ ሻߠ
ߠ߲

ൌ 0 

Therefore, we can write 

݀ܿ
ߠ݀

ൌ ሺݎ െ ݃ሻ
ݒ߲
ߠ߲

 

which can be written in the following form 

1
ܿሺߠሻ

݀ܿ
ߠ݀

ൌ
;ݎሺݒ ሻߠ

ܿሺߠሻ
ሺݎ െ ݃ሻ

1
;ݎሺݒ ሻߠ

;ݎሺݒ߲ ሻߠ
ߠ߲

 

Now we know that, due to ݓሺݎ; ሻߠ ൐ 0, the expression 
௩ሺ௥;ఏሻ

௖ሺఏሻ
ሺݎ െ ݃ሻ ൏ 1. 

Together with the inequality of Assumption 5 (the “law of demand”) this leads 

to the following expressions for 
ௗ௖

ௗఏ
 

Case 1: ݎ ൏ ݃. In that case the logarithmic derivatives for ܿ and for ݒ have 
opposite signs. Our law of demand then implies  

ௗ௖

ௗఏ
൐ 0 and 

డ௩ሺ௥;ఏሻ

డఏ
൏ 0 
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As the rate of interest rises marginally consumption per head rises, whereas 

capital used per head declines (keeping the weighting system, induced by ݎ, the 
same). 

Case 2: ݎ ൐ ݃. In that case the logarithmic derivatives for ܿ and for ݒ have the 

same sign. Given that  
௩ሺ௥;ఏሻ

௖ሺఏሻ
ሺݎ െ ݃ሻ ൏ 1, the inequality of the law of demand 

can only be fulfilled if both logarithmic derivatives are negative. We then have 

ௗ௖

ௗఏ
൏ 0 and 

డ௩ሺ௥;ఏሻ

డఏ
൏ 0 

As the rate of interest rises marginally, both, consumption per head and capital 

used per head decline (keeping the weighting system, induced by ݎ, the same). 

Case 3: ݎ ൌ ݃. Our equation and the law of demand then imply 

ௗ௖

ௗఏ
ൌ 0 and 

డ௩ሺ௥;ఏሻ

డఏ
൏ 0 

 

We then have shown 

Theorem 1: “Generalized Golden Rule of Accumulation”: Under Assumptions 1 

to 5 the following holds: Within the set ܴ steady state consumption obtains its 

maximum at a rate of interest ݎ ൌ ݃. Moreover, for ݎ ൏ ݃ a marginal rise of 

the rate of interest raises steady state consumption; for ݎ ൐ ݃ a marginal rise 

of the rate of interest reduces steady state consumption. 

We may express Theorem 1 in the following way: within the set ܴ steady state 
consumption is a continuously differentiable function of ݎ which is single 
peaked with its maximum at the rate of interest, which equals the growth rate.  

There is a converse to Theorem 1: 

Theorem 1 Almost Converse: Assume Assumptions 1,2,3, and 4. If, within the 

set ܴ steady state consumption obtains its maximum at a rate of interest ݎ ൌ
݃; If moreover, for ݎ ൏ ݃ a marginal rise of the rate of interest raises steady 

state consumption; if moreover for ݎ ൐ ݃ a marginal rise of the rate of interest 

reduces steady state consumption then  

1
ܿሺߠሻ

݀ܿ
ߠ݀

൒
1

;ݎሺݒ ሻߠ
;ݎሺݒ߲ ሻߠ
ߠ߲

 

Proof:  Using the equation 
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1
ܿሺߠሻ

݀ܿ
ߠ݀

ൌ
;ݎሺݒ ሻߠ

ܿሺߠሻ
ሺݎ െ ݃ሻ

1
;ݎሺݒ ሻߠ

;ݎሺݒ߲ ሻߠ
ߠ߲

 

and keeping in mind that, due to ݓሺݎ; ሻߠ ൐ 0,	we have 
௩ሺ௥;ఏሻ

௖ሺఏሻ
ሺݎ െ ݃ሻ ൏ 1   we 

can read the equation from left to right to get the result for ݎ ൏ ݃ and ݎ ൐ ݃, 
in the form of strict inequality. Due to Assumption 3 the weak inequality then 

also must hold for ݎ ൌ ݃. QED.                                 

The almost converse of Theorem 1 is useful, if in any given specific model 

satisfying the conditions of the meta‐model, we know that  
ௗ௖

ௗఏ
ሺݎ െ ݃ሻ ൑ 0 . 

As a side remark: Assumptions 1, 2, 3, and 4 also imply that the “marginal 

productivity of capital” equals the rate of interest ݎ. We keep in mind the 

equation 

డ௪ሺ௥;ఏሻ

డఏ
ൌ 0 at ߠ ൌ  ݎ

Let ߮ be the marginal productivity of capital. We can define it by means of the 

following equation 

߮ ൌ
݀ܿ ߠ݀ ൅ ݃ ݒ߲ ⁄⁄ߠ߲

ݒ߲ ⁄ߠ߲
ൌ
ݓ߲ ⁄ߠ߲ ൅ ݎ ݒ߲ ⁄ߠ߲

ݒ߲ ⁄ߠ߲
ൌ  ݎ

This expression is well‐defined for ߲ݒ ߠ߲ ്⁄ 0. We have shown above, that 

Assumptions 1,2,3,4, and 5 imply ߲ݒ ߠ߲ ൏ 0⁄ . 

Section 2. Steady State Consumption for a Given Level of Life Utility 

The Generalized Golden Rule of Accumulation refers to the production system 

of the economy. There is a mirror theorem for the consumption system of the 

steady state economy. For a special case, this mirror theorem had been 

announced even before the Golden Rule of Accumulation was published 

(Phelps 1961; Weizsäcker 1961 and1962): in Samuelson´s famous overlapping 

generations paper (Samuelson 1958). 

We think in terms of an overlapping generations´ model. At any given moment 

of time there are many age cohorts. As we work in a model with continuous 

time we so to speak have an “infinity” of age cohorts. To put the same idea 

differently: at any given moment of calendar time there is a density distribution 

of age cohorts.  

In microeconomics, we know the law of demand, which we already have used 

above for the production system (Assumption 5 above). However, the law of 
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demand also applies to consumption behavior: keeping real income the same a 

rise in the price of a consumption good reduces demand for that good. 

Similarly for the household supply side: keeping real income the same, a rise in 

the wage rate raises the supply of labor. We now apply this law of demand 

within a steady state overlapping generations’ model.  

In the following exercise we assume that the life plan of a person in terms of 

consumption and labor supply, ߟ, generates some “life utility” ܷ. We may write 

down an indirect utility function ܷሺݓෝ;  is the prevailing rate of ݎ ሻ. Hereݎ
interest and ݓෝ  is the “wage rate” available to the person. For simplicity we may 

assume that that wage rate ݓෝ  is constant through time. But the theory 

provided here is quite general, as we shall see in later sections.  

Assumption 6 is again, like Assumption 4 an assumption that the rate of 

interest ݎ is an unbiased price signal; in this case applied to the consumption 

sector of the economy. Let life utility ܷ be a function of the life plan ߟ of the 
person: ܷ ൌ ܷሺߟሻ. Let ݓഥሺݎ;  ሻ be the “wage rate” required to finance patternߟ
ሺܽݐܧ given the rate of interest r. Let ,ߟ ഥܷ) be the set of patterns ߟ such that 
their life utility ܷሺߟሻ is higher than  ഥܷሺ̅ߟሻ. We then make Assumption 6 

Assumption 6: (Assumption of unbiased price signal r, part 2 (UBPS2))  

;ݎഥሺݓ ሻߟ̅ ൏ ;ݎഥሺݓ ߟ	݈݈ܽ	ݎ݋݂	ሻߟ ∈ ሺܽݐܧ ഥܷሺ̅ߟሻሻ 

The economic meaning of this assumption is this: the consumer chooses a 

pattern ̅ߟሺݎሻ which maximizes life utility under the constraint that he/she can 

finance it – given the rate of interest r and the “wage rate” ݓഥሺݎ;  available to	ሻߟ̅
him/her: any pattern with a higher life utility is out of reach, given the budget 

constraint.   

In parallel to Assumption 2 we also make Assumption 7. Let ݒොሺݎ;  ሻሻ beݎሺߟ
average wealth per head in the overlapping generations´ model, as a function 

of the rate of interest and the corresponding equilibrium “wage rate” 

;ݎෝሺݓ  ሻሻݎሺߟ

Assumption 7: The level of savings compatible with maintaining the prevailing 

steady state rate of interest equals ݃ݒොሺݎ;   ሻሻݎሺߟ	

We then obtain an equation, which is the mirror image of equation (1)  

;ݎෝሺݓ ሻߟ ൅ ;ݎොሺݒݎ ሻߟ ൌ ܿ̂ሺݎ; ሻߟ ൅ ;ݎොሺݒ݃  ሻ      (2)ߟ
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Here ݓෝሺݎ; ;ݎሻ is the “wage rate” paid per person; and ܿ̂ሺߟ  ሻ is consumptionߟ

per person. For reasons, which become clear in section 3 below, ݓෝሺݎ;  ሻሻݎሺߟ
need not be equal to  ݓሺݎ;   .ሻሻݎሺߠ

For the following steady state exercise, we assume life utility  ഥܷ of the 
representative consumer to be given. It is thus an exercise in the spirit of “the 

law of demand”, as it was discussed above. We look at a steady state economy 

in which the representative consumer obtains a given life utility level  ഥܷ. Let the 
corresponding wage rate be denoted by ݓഥሺݎ;  ሻ. Given the utility levelߟ ഥܷ and 
given Assumption 6 the labor‐consumption pattern ߟ is determined, once we 

know the rate of interest and the corresponding wage rate ݓഥሺݎ;  Without	ሻ.ߟ

loss of generality we can give that pattern ߟ the “name” ݎ; keeping always in 
mind that the life utility level  ഥܷ	has been fixed. Thus, we write ߟሺݎሻ ൌ  As .ݎ
before in the case of the production system ߠ we are then able to partially 
differentiate with respect to ߟ.    

We look at a steady state with the given life utility  ഥܷ of the representative 
consumer. Let ܿ̅ሺݎ; ;ݎሺݒ̅ ሻ be consumption per worker. Letߟ  ሻ be wealth perߟ
worker. We then obtain the equation 

ܿ̅ሺݎ; ሻߟ ൅ ;ݎሺݒ̅݃ ሻߟ ൌ ;ݎഥሺݓ ሻߟ ൅ ;ݎሺݒ̅ݎ  ሻߟ

It is equation (2) applicable to the case of a fixed level of life utility  ഥܷ.  In the 
following we investigate partial derivatives of the variables with respect to 

ߟ Here we always mean the partial derivative at	.ߟ ൌ  Now we prove the .ݎ
following  

Lemma: With Assumption 6 we have for the partial derivative 
డ௪ഥ

డఎ
ൌ 0 

Proof: Assume the contrary. We then have 
డ௪ഥ

డఎ
് 0. Thus we can find some ߟ ്

;ݎഥሺݓ such that ݎ ሻߟ ൏ ;ݎഥሺݓ ;ݎഥሺݓ ሻ. Due to continuity of the functionݎ  ሻ weߟ
then also can find ̅ߟ, such that ݓഥሺݎ; ሻߟ̅ ൏ ;ݎഥሺݓ ߟ̅ ሻ withݎ ∈ ሺܽݐܧ ഥܷሻ, contrary to 
Assumption 6. QED. 

Using this Lemma we get the following result by partially differentiating our 

equation with respect to ߟ.  

߲ܿ̅
ߟ߲

ൌ ሺݎ െ ݃ሻ
ݒ߲̅
ߟ߲
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Now we introduce our version of the “law of demand” and “the law of supply”. 

It is the mirror image in the consumption system of Assumption 5 in the 

production system.  

Assumption 8: 
డ௖̅

డఎ

ଵ

௖̅
൏

డ௩ത

డఎ

ଵ

௩ത
 

The economic meaning of this assumption is the following: a rise in the return 

on wealth (=a rise in the rate of interest) compensated by a decline in the wage 

rate so that life utility remains the same induces a rise in average wealth over 

the life‐time of the representative consumer relative to the average level of 

consumption. The higher return on wealth induces some postponement of 

consumption towards later in life, because the relative price of later 

consumption has fallen whereas the relative price of early consumption has 

gone up. And the higher return on wealth induces some shifting forward of 

labor supply, because the relative price of early labor supply has gone up, 

whereas the relative price of later labor supply has fallen. In this inequality 

expressing the law of demand (and the “law of supply”) the weighting system 

induced by ݎ has remained constant.  

Assumptions 6,7 and 8 lead to the following expressions for 
డ௖̅

డఎ
 

Case 1: ݎ ൏ ݃. Then, by 	
డ௖̅

డఎ
ൌ ሺݎ െ ݃ሻ

డ௩ത

డఎ
, the derivatives 

డ௖̅

డఎ
 and 

డ௩ത

డఎ
 have 

opposite signs, which together with Assumption 8 implies 

߲ܿ̅
ߟ߲

൏ 0 

Case 2: ݎ ൐ ݃. We then can write 

߲ܿ̅
ߟ߲

1
ܿ̅
ൌ ሺݎ െ ݃ሻ

ݒ̅
ܿ̅
ݒ߲̅
ߟ߲

1
ݒ̅
ൌ ൬1 െ

ഥݓ
ܿ̅
൰
ݒ߲̅
ߟ߲

1
ݒ̅
 

from which follows that  
డ௖̅

డఎ
 and 

డ௩ത

డఎ
 have the same sign. But then by the 

inequality of Assumption 8 and by the inequality ቀ1 െ
௪ഥ

௖̅
ቁ ൏ 1, both, 

డ௖̅

డఎ
 and 

డ௩ത

డఎ
 

have to be positive. So the result is 

߲ܿ̅
ߟ߲

൐ 0 

Case 3: ݎ ൌ ݃. We then, obviously, have 
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߲ܿ̅
ߟ߲

ൌ 0 

 

We now introduce the fact that we are at liberty how to define the general 

price level. We want to define the general price level in such a way that it is 

consistent with our analysis of steady state consumption in Section 1 above. 

There we assumed that a changeover from one steady state to another one 

with a different rate of interest does not change the unit consumption basket, 

which was our unit of account. This implied that the partial derivative 
డ௖ሺ௥;ఏሻ

డ௥
	is 

zero. To be consistent we then also can assume that, keeping the life utility 

level constant the steady state consumption ܿ̅ሺݎ;  ሻ also has a partial derivativeߟ
with respect to ݎ which is zero. We then assume a definition of the general 

price level so that 

߲ܿ̅ሺݎ; ሻߟ
ݎ߲

ൌ 0 

But we should note that this assumption is much weaker than the assumption 

of a non‐changing unit basket of consumption goods. Basically we are free how 

to set the price level of the steady state economy. Thus, without loss of 

generality, we can set the price levels of the different steady states in such a 

way that the partial derivative 
డ௖ሺ̅௥;ఎሻ

డ௥
 is set to zero.  

Taking this approach, we then obtain the result that steady state consumption 

per head for a given life utility level is at its minimum when the rate of interest 

equals the rate of growth. But this, together with the Generalized Golden Rule 

of Accumulation (Theorem 1 above) implies the following 

Theorem 2 (Golden Rule of Life Utility): Under Assumptions 1‐8, comparing 

different steady states, life utility of the representative consumer is maximized 

at the steady state which exhibits a rate of interest equal to the rate of growth. 

Proof: We take the life utility corresponding to a consumption level ܿ̅ ൌ
ܿሺ݃;  ሺ݃ሻሻ of the production system for a rate of interest equal to the rate ofߠ

growth. Obviously for ݎ ് ݃ we have ܿሺݎ; ሻݎሺߠ ൏ ܿ൫݃; ሺ݃ሻ൯ߠ ൌ ܿ̅൫݃; ሺ݃ሻ൯ߟ ൏
ܿ̅൫ݎ; ;ݎሻ൯. Therefore ܿሺݎሺߟ  ሻ corresponds to a lower life utility than the oneݎሺߠ
obtainable at ݎ ൌ ݃. QED. 
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Section 3 The public debt period ܦ and the period of production ܶ 

So far, we have compared different steady states with different steady state 

rates of interest. But we have not yet looked at the policy instrument by which 

the “benevolent dictator” can influence the choice of the steady state rate of 

interest. That instrument is the level of public debt. We expect that the steady 

state rate of interest rises with a rising level of public debt. The “natural rate of 

interest” then is that steady state rate of interest, which goes together with a 

zero level of net public debt. We give it the “name” ܴ݄݋ or in a Greek letter: ߩ.  

My approach can be seen as a generalization of Diamond 1965. 

Let public debt per head be ݓܦሺݎ;  ,”the “public debt period ܦ ሻ. We may callߠ
as it has the dimension “time”. We assume that the steady state primary 

government surplus  ሺݎ െ ݃ሻݓܦሺݎ;  ሻ per head arises by means of a tax onߠ

households. The “wage income” of the representative citizen then is given by 

ෝݓ ൌ ݓ െ ሺݎ െ ݃ሻݓܦ ൌ ሺ1ݓ െ ሺݎ െ ݃ሻܦሻ                                            

Obviously, ሺݎ െ ݃ሻݓܦ can be positive, zero or negative. The public debt period 

 is a concept similar to the conventionally used public debt ratio: the latter ܦ

divides public debt by the annual gross national product (or gross domestic 

product), whereas ܦ divides public debt by the annual steady state “wage 
income” in nominal terms.  

From now on we use the following notation for the partial derivatives. The 

partial derivatives with respect to ݎ are defined within the set ܴ; the partial 
derivatives with respect to  ߠ are defined within the set ݄ܶ݁ܽݐ discussed 
above. We look at the function ݓሺݎ;  ሻ. We then writeߠ

;ݎଵሺݓ ሻߠ ൌ
డ௪ሺ௥;ఏሻ

డ௥
;ݎଶሺݓ   ; ሻߠ ൌ

డ௪ሺ௥;ఏሻ

డఏ
;ݎଵଵሺݓ ; ሻߠ ൌ

డమ௪ሺ௥:ఏሻ

డ௥మ
;            

;ݎଵଶሺݓ ሻߠ ൌ
డమ௪ሺ௥:ఏሻ

డ௥డఏ
;ݎଶଵሺݓ ; ሻߠ ൌ

డమ௪ሺ௥:ఏሻ

డఏడ௥
;ݎଶଶሺݓ ; ሻߠ ൌ

డమ௪ሺ௥:ఏሻ

డఏమ
 

Due to Assumption 4 (UBPS1: unbiased price signal r, part 1) we know that, at 

any given value r, the partial derivative of w with respect to ߠ at ߠ ൌ  is equal ݎ
to zero.  We then can write (envelope theorem) 

                         
ௗ௪ሺ௥;ఏሺ௥ሻሻ

ௗ௥
ൌ ;ݎଵ൫ݓ ሻ൯ݎሺߠ ൅ ;ݎଶ൫ݓ ሻ൯ݎሺߠ ൌ ;ݎଵሺݓ                          .ሻሻݎሺߠ

For the first partial derivative we write  

;ݎଵሺݓ                                        ሻߠ ൌ െݓሺݎ; ;ݎሻܶሺߠ  ሻ                                  (3)ߠ
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This new expression T has the dimension “time”. This is so because the 

expression 
௪భ

௪
 has the dimension “time”. Normally, in economic models ݓଵis 

negative. Hence T, as defined, is a positive length of time.  

In models, which have been used in capital theory we can derive an economic 

meaning for T. Indeed, as I have shown in Weizsäcker 2011, in such models T is 

the modernized (by Hicks in Value and Capital 1939) version of Böhm‐Bawerk´s 

average period of production (Böhm‐Bawerk 1889). See also below Section 5, 

and again Chapter 3. Böhm‐Bawerk claimed that the capital requirement of 

production per worker is equal to the wage rate times the period of 

production.  

From section 1 (Equation 1) above we can derive an equation for the steady 

state capital requirement. Indeed, for ݎ ് ݃ we can write 

;ݎ൫ݒ                                       ሻ൯ݎሺߠ ൌ
௖ሺఏሻି௪ሺ௥;ఏሺ௥ሻሻ

௥ି௚
                                 (1a)  

In order to get the capital requirement for ݎ ൌ ݃ we can apply L´Hopital´s rule.  

By L´Hopital´s rule, using the partial derivative with respect to ݎ, we obtain  

;ሺ݃ݒ                           ݃ሻ ൌ
ି௪భ

ଵ
ൌ ܶሺ݃; ݃ሻݓሺ݃; ݃ሻ                              (1b) 

I call equation (1b) the “Böhm‐Bawerk equation”. Here, at the optimal level of 

the rate of interest, we then obtain the result, which corresponds to the Böhm‐

Bawerk theory of capital. In models other than the traditional models of capital 

theory one would have to show whether T as defined here has the same 

economic meaning. Outside of the optimum rate of interest the capital 

requirement, as a rule, does not correspond to ܶݓ. In this paper I use the term 

“period of production” for the mathematically defined expression ܶ ൌ
െ	ݓଵ ⁄ݓ . 

Section 4. The “waiting period” ܼ 

Ignoring for the moment capitalized rents (like Ricardian land rents, monopoly 

rents etc.) an equation for personal wealth per head applies: 

ሻݎොሺݒ                                         ൌ ;ݎ൫ݒ ሻ൯ݎሺߠ ൅ ;ݎሺݓܦ  ሻ                                  (2a)ߠ

Personal wealth equals capital tied to the production sector per worker plus 

public debt per worker. In particular, for ݎ ൌ ݃, 

ොሺ݃ሻݒ                 ൌ ;൫݃ݒ ሺ݃ሻ൯ߠ ൅ ;ሺ݃ݓܦ ሺ݃ሻߠ ൌ ;ሺ݃ݓ ሺ݃ሻሻሺܶߠ ൅   ሻ             (2b)ܦ
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The public debt period ܦ includes “implicit public debt”. In many countries the 

most important component of “implicit public debt” are future pension claims 

of people insured in the social security system. In most countries, these claims 

against the government are not funded on the side of the debtor, i.e. the 

government. These unfunded debts are then part of net government debt.  

Now we take account of the slope of the indifference curves in the                      

,ݎ ෝݓ  –space. The representative household is a net owner of wealth. Thus, a 
higher rate of interest r implies that less “other income” ݓෝ  is needed to 
maintain the same level of life‐time utility. Indeed, as can be shown in a 

lifetime saving model, we obtain the following first derivative for utility with 

respect to r. Let life utility be defined in terms of an indirect ordinal utility 

function ܷ ൌ ܷሺݓ;ݎෝሻ. For the total derivative with respect to r we then obtain 

the following  
ௗ௎

ௗ௥
ൌ ௥ܷ ൅ ܷ௪ෝ

ௗ௪ෝ

ௗ௥
 . In a lifetime consumption model we can 

derive a relation between the two partial derivatives: 

௥ܷ ൌ ෝܷ௪ෝݓܼ . 

Here the variable ܼ has the dimension “time”. In a lifetime consumption model 

we find that ܼ is what I call the “waiting period”. In present value terms, it is 

the average time distance between consumption outlays and wage income. 

Thus, for example, if consumption is spread equally over the life between 20 

years of age and 80 years of age, if wage income is equally spread between 20 

years of age and 60 years of age, and if the prevailing rate of interest is zero 

then  

ܼ ൌ
ଵ

ଶ
ሼሺ80 െ 20ሻ	ݏݎܽ݁ݕ െ ሺ60 െ 20ሻݏݎܽ݁ݕሽ ൌ  .ݏݎܽ݁ݕ 10

Now we can write for any given steady state 

ܷ݀
ݎ݀

ൌ ௥ܷ ൅ ܷ௪ෝ
ෝݓ݀
ݎ݀

ൌ 

ൌ ܷ௪ฎ ൜ܼݓሺ1 ൅ ሺ݃ െ ሻܦሻݎ െ ሺ1ݓܶ ൅ ሺ݃ െ ሻܦሻݎ െ ܦݓ ൅ ሺ݃ݓ െ ሻݎ
ܦ݀
ݎ݀
ൠ ൌ 

ܷ௪ෝݓ ൜ܼ െ ܶ െ ܦ ൅ ሺ݃ െ ሺܼܦሻݎ െ ܶሻ ൅ ሺ݃ െ ሻݎ
ܦ݀
ݎ݀
ൠ 

For the special case of the natural rate of interest ݎ ൌ  by definition we have ,ߩ
ܦ ൌ 0; and therefore 

ܷ݀
ݎ݀

ൌ ܷ௪ෝݓ ൜ܼ െ ܶ ൅ ሺ݃ െ ሻߩ
ܦ݀
ݎ݀
ൠ 
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For the special case ݎ ൌ ݃ we get 

ܷ݀
ݎ݀

ൌ ܷ௪ෝݓሼܼ െ ܶ െ  ሽܦ

Now we know from Theorem 2 that steady state life utility obtains its 

maximum at ݎ ൌ ݃. So there 
ௗ௎

ௗ௥
ൌ 0. But ܷ௪ෝݓ ൐ 0. So we obtain 

Theorem 3: At ݎ ൌ ݃ we have ܼ െ ܶ െ ܦ ൌ 0  

The economic interpretation of this Theorem is this: We may call ܼ െ  the ܦ
“waiting period of the economy at large”. It is the sum of the waiting period of 

the private sector, ܼ, and the (perhaps negative) “waiting period” of the public 
sector, െܦ. In the steady state optimum the waiting period of the economy is 

equal to the period of production.  

Due to the fact that at the steady state optimum the waiting period at large 

equals the period of production we give the equation 

ܶ ൌ ܼ െ  ܦ

the name: fundamental equation of steady state capital theory 

 

Section 5. A characteristic of the wage‐interest curves derived from the division 

of labor 

For our further work in this paper it is useful to have a closer look at the period 

of production ܶ and at the waiting period ܼ. For this purpose we look at a 
production system with a given flow of labor inputs ߣሺݐሻ and a given flow of a 
consumption good output ߛሺݐሻ. Think of a firm, which is hundred percent 

vertically integrated, so that it only buys labor inputs from outside and only 

sells the consumption good to the outside. Consider the case that this 

production system just breaks even. We then have the equation 

නݓ ݁ି௥௧ߣሺݐሻ݀ݐ െ	න ݁ି௥௧ߛሺݐሻ݀ݐ
ஶ

ିஶ
ൌ 0

ஶ

ିஶ
 

I assume that we can construct a fully vertically integrated firm so that these 

integrals have a finite value.  Now I differentiate this system with respect to the 

rate of interest, maintaining the zero profit equation above by an appropriate 

change of the wage rate. 
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Let  ఒܶ ൌ
׬ ௧௘షೝ೟ఒሺ௧ሻௗ௧
ಮ
షಮ

׬ ௘షೝ೟
ಮ
షಮ ఒሺ௧ሻௗ௧

 be the “time point of gravity” of labor inputs 

Let  ఊܶ ൌ
׬ ௧௘షೝ೟ఊሺ௧ሻௗ௧
ಮ
షಮ

׬ ௘షೝ೟
ಮ
షಮ ఊሺ௧ሻௗ௧

 be the “time point of gravity” of consumption good 

outputs. 

Let ܶ ൌ ఊܶ െ ఒܶ be the “period of production”. It is then easy to show that 

ݓ݀
ݎ݀

1
ݓ
ൌ െܶ 

I have used this result already in Section 3 to justify the interpretation of 

െݓଵ ⁄ݓ  as being the period of production. Note that we have not changed the 

flow of inputs and the flow of outputs. Thus, substitution effects are not yet in 

the picture.  

Now I differentiate ܶ with respect to ݎ.  

Without too much computation effort, the result is this 

݀ܶ
ݎ݀

ൌ ሻሽݐሺߣሼ݁ି௥௧	݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ െ  ሻሽݐሺߛሼ݁ି௥௧	݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ

Here ܸܽ݁ܿ݊ܽ݅ݎ means the variance of the distribution of the present value of 

inputs ߣሺݐሻ or outputs ߛሺݐሻ over the time axis. Thus, for example, if ݁ି௥௧ߣሺݐሻ 
were equally distributed between t=‐1 and ݐ ൌ 0 then ܸܽ݁ܿ݊ܽ݅ݎ	ሼ݁ି௥௧ߣሺݐሻሽ 

would be 
ଵ

ଵଶ
.  

By the same mathematical formula but with a different economic 

interpretation we also find 

ܼ݀
ݎ݀

ൌ ሻሽݐሺߣሼ݁ି௥௧	݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ െ  ሻሽݐሺߛሼ݁ି௥௧	݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ

In this case ߣሺݐሻ is the labor supply of any one of the overlapping generations; 
and ߛሺݐሻ is the consumption stream of any one of the overlapping generations.  

Now we can infer the sign of 
ௗ்

ௗ௥
 and 

ௗ௓

ௗ௥
 from the basic structure of modern 

economies. The division of labor characterizes the production system of the 

economy. In our context, this means that most investment goods are made by 

other people than those who use the investment goods. This is true for tangible 

investment goods like roads or buildings or machines; and it is true for 

intangible goods like the results of research and development, for example 

patents. But the investment goods have to be made before they can be used to 
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produce goods in conjunction with labor inputs. In terms of the 100 percent 

vertically integrated hypothetical firm this means that a large fraction of labor 

inputs occurs long before the firm begins with the production of consumption 

goods. Consider the case of the hypothetical fully integrated firm that begins to 

produce a constant flow of consumption goods ߛ at time zero. Labor input ߣሺݐሻ 
then is positive for many (perhaps all) negative time moments, i.e. for ݐ ൏ 0. 
They are required to make the equipment that then is needed to make the 

consumption goods. But ߣሺݐሻ remains positive for ݐ ൒ 0. Obviously 
  .ሻሽݐሺߛሼ݁ି௥௧݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ  ሻሽ then is larger thanݐሺߣሼ݁ି௥௧݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ

Now, we can view the economy at large as a collection of overlapping 

hypothetical firms, each of which is fully vertically integrated. Therefore the 

result just mentioned also applies to the economy at large. The result is 

݀ܶ
ݎ݀

൐ 0 

We may take the Solow production function as an example. A given technique 

of production ߠ here exhibits a certain capital intensity ݇. The wage interest 
curve for the technique then is ݓ ൌ ݕ െ  It is a downward sloping straight .݇ݎ
line. For given ݕ and given ݇ the period of production ܶ then is 

ܶ ൌ െ
ݓ݀
ݎ݀

1
ݓ
ൌ

݇
ݕ െ ݇ݎ

 

Obviously, we then obtain  

߲ܶ
ݎ߲

൐ 0 

Now we shift from the production system to the consumption system of the 

economy. We look at a given generation of people after they have left their 

parents´ home, say at age 20. Their consumption is spread out over their life 

from, say, age 20 to age 80. Their supply of labor only covers part of their life 

above 20, say, age 20 to age 60. This induces the result that in all likelihood 

 ,ሻሽ. We then surmise thatݐሺߣሼ݁ି௥௧݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ ሻሽ is larger thanݐሺߛሼ݁ି௥௧݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ

as a rule, 

߲ܼ
ݎ߲

൏ 0 

In addition, if we introduce inherited wealth, the consumption flow financed by 

the labor supply of any given person is spread out even more.  
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We then assume  

Assumption 9: The partial derivative 
డ்ሺ௥;ఏሻ

డ௥
 is positive. The partial derivative  

డ௓ሺ௥;ఏሻ

డ௥
 is negative.  

 

Section 6. Economic Implications of the concave (convex) wage interest‐curves 

For a given technique ߠ Assumption 9 implies that the natural logarithm of the 

wage‐ interest curve is a concave function: we have 
డ௟௡	௪

డ௥
ൌ

డ௪

డ௥

ଵ

௪
ൌ െܶ; and 

therefore 
డమ ୪୬௪

డ௥మ
ൌ െ

డ்

డ௥
൏ 0.  

On the other hand, for a given work‐consumption pattern ߟ Assumption 9 

implies that the natural logarithm of the of the wage‐ interest curve is a convex 

function: 
డ௟௡	௪ෝ

డ௥
ൌ

డ௪ෝ

డ௥

ଵ

௪ෝ
ൌ െܼ; and therefore 

డమ ୪୬௪ෝ

డ௥మ
ൌ െ

డ௓

డ௥
൐ 0. 

Let us now look at the steady state equilibrium at the natural rate of interest 

ߩ Given the facts of the real world we assume	.ߩ ൏ ݃. (But a similar analysis 

could be performed for ߩ ൐ ݃ሻ) 

In the steady state equilibrium at the natural rate of interest the technique in 

use is ߠሺߩሻ ൌ  In the steady state equilibrium at the natural rate of interest .ߩ

the work‐consumption pattern in use is ߟሺߩሻ ൌ  Now, by definition of the	.ߩ
natural rate of interest, the government debt period ܦሺߩሻ is equal to zero. 
Therefore ݓෝ൫߷; ሻ൯ߩሺߟ ൌ ;ߩሺݓ ݎ ሺ߷ሻሻ. Furthermore, atߠ ൌ ݃ we again have 
;ෝ൫݃ݓ ሻ൯ߩሺߟ ൌ ;ሺ݃ݓ  ሺ߷ሻሻ. Taking account of Assumption 9 about concavityߠ

and convexity of the wage‐ interest curve we obtain the following graph with ݎ 
on the horizontal axis and the logarithm of the wage‐interest curves on the 

vertical axis.  
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The two curves have the same value for ݎ ൌ ߷ and for ݎ ൌ ݃. But the curve of 
the production system is concave and the curve of the consumption system is 

convex. Thus, for values of ݎ between ߩ and ݃ the black curve is above the red 
curve. As the rate of interest rises above ߩ we already know from Theorem 2 

that under our Assumptions life utility rises. But this already shows that the 

black curve is above the red curve. Thus, our Assumption 9 appears to be 

redundant. Yet we have deduced it from the fact that we live in a production 

system characterized by the division of labor. It may be worthwhile to 

investigate an unrealistic world where the wage curve of the production system 

is convex and the wage curve of the consumption system is concave. Would 

such an assumption contradict one of our other assumptions? Here we do not 

investigate this puzzle further.  

We now turn to the fact that changes in the steady state rate of interest induce 

substitution. By Assumptions 4 and 6 (ݎ	 is an unbiased price signal in the 
production and in the consumption system) we can construct two envelopes. 

The envelope of the production system is an upper envelope of the wage 

interest curves of the wage‐ interest curves of the techniques ߠ ∈  For .ܽݐ݄݁ܶ
reasons which become clear below in Chapter 3 we draw the envelope of the 

production system as a straight line corresponding to a stable period of 

production ܶ: for any given production technique ߠ we know that ܶ	 rises with 



26 
 

the rate of interest. But, due to substitution there is a tendency of the period of 

production to decline with rising ݎ.	A stable period of production ܶ then is the 
special case in which the concavity effect and the substitution effect just 

compensate each other. 

In the consumption system signs are reversed. For any given work‐consumption 

pattern the wage interest curve is convex. But keeping life utility  ഥܷ	the same a 

rise in the rate of interest induces substitution which tends to raise the waiting 

period ܼ. We thus may again take the special case in which the convexity effect 

of the wage interest curve of any given work‐consumption pattern is just 

compensated by the substitution effect induced by a change in the rate of 

interest. So we look at the special case in which the waiting period of the lower 

envelope for a given life utility level is a constant – and therefore the lower 

envelope of a constant utility is a straight line if we use the logarithm of the 

wage as a function of the rate of interest.  

Now we can do welfare analysis: how much real income (in steady state 

consumption terms) is lost in percentage terms, if the rate of interest is not 

equal to the growth rate but equals the natural rate of interest? The following 

graph depicts the special case where the envelope period of production ܶ and 
the envelope waiting period ܼ	are straight lines, if we draw the curves in terms 

of the logarithm of the corresponding wage rate.   
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At the natural rate of interest ߩ we have ݓෝ ൌ  The red envelope describes .ݓ
the wage rate ݓഥ , which corresponds to the level of life utility  ഥܷ obtained at the 
natural rate of interest ߩ in terms of the logarithm of the wage rate required to 

maintain the utility level. It has a slope of 	െܼ . The black envelope shows the 
logarithm of the wage rate of the production system as a function of the rate of 

interest. It has a slope of െܶ.  

By Theorems 1 and 2 steady state consumption and steady state life utility 

obtain their maximum at the rate of interest ݎ ൌ ݃. At this rate of interest we 
also have ݓෝ ൌ ݓ ൌ ܿ and ݓഥ ൌ ܿ̅. Therefore at ݎ ൌ ݃ the distance between the 
black wage interest curve and the red wage‐interest curve also indicates the 

difference in the logarithm of the maximum achievable steady state 

consumption ܿሺ݃;  ሺ݃ሻሻ and the level of the logarithm of steady stateߠ

consumption ܿ̅, which corresponds to the life utility  ഥܷ that obtains in a steady 
state at the natural rate of interest ݎ ൌ  .ሻܥሺ݊ܮLet us call this difference Δ .ߩ
We then have the equation 

Δ݊ܮሺܥሻ ൌ ሺ݃ െ ሻሺܼߩ െ ܶሻ 

Or in terms of the ratio of the two consumption levels 

ܿ̅
ܿሺ݃; ሺ݃ሻሻߠ

ൌ ݁ሺఘି௚ሻሺ௓ି்ሻ 
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As a numerical example we may assume that the natural rate of interest is 

െ2%	݌. ܽ. and that the steady state rate of growth, ݃, is ൅3%	݌. ܽ. Hence the 
difference between the two rates would be 5%	݌. ܽ. Assume now a waiting 

period of ܼ ൌ ܶ and a period of production of ,ݏݎܽ݁ݕ	10 ൌ  We then .ݏݎܽ݁ݕ	5

get 

௖̅

௖ሺ௚;ఏሺ௚ሻሻ
ൌ ݁ሺି଴.଴ହሻሺହሻ=݁ି଴.ଶହ ൌ 77.9% 

This means that with this numerical example and with the assumption that ܼ 
and ܶ on the envelope are invariant against changes in the steady state rate of 
interest, the natural rate of interest induces a loss in the standard of life of 

22.1% of the achievable maximum steady state standard of life.   

Below, in Chapter 3, we come back to the quantification of the welfare losses 

due to deviations of the steady state rate of interest from the steady state rate 

of growth.  

Section 7. The uniqueness of the natural rate of interest.  

For the further theoretical and empirical analysis, it would be useful, if we 

could show that the natural rate of interest is unique. This would mean that 

there is only a single steady state rate of interest, which is compatible with a 

government debt ratio ܦ equal to zero.  

The assumptions, which we have introduced above, are sufficient to show 

uniqueness of the natural rate of interest.   

First we investigate the influence of a marginal change of the steady state rate 

of interest on the value of the steady state capital stock, keeping its physical 

composition constant. We use the wage‐interest‐curve ݓሺݎ;  .fixed ߠ ሻ keepingߠ
We have in mind a natural rate of interest ݎ ൌ ߩ ൏ ݃. But the following 
argument applies also to a natural rate of interest ݎ ൌ ߩ ൒ ݃. We have the 

equation for the value of the capital stock 

;ݎሺݒ ሻ)ൌߩሺߠ
௪൫௥;ఏሺఘሻ൯ି௖ሺఏሺఘሻሻ

௚ି௥
 

It is useful to provide the analogous formula for the economy at large. Here ܰ 
is the number of heads at time ݐ ൌ 0. We then can write 

ܸሺݎ; ሻሻߩሺߠ ൌ
;ݎሺݓ ሻሻܰߩሺߠ െ ሻሻߩሺߠሺܥ

݃ െ ݎ
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with 	ܸ൫ݎ; ሻ൯ߩሺߠ ൌ ;ݎሺݒܰ ሻ൯ߩሺߠ൫ܥ ሻሻ andߩሺߠ ൌ ܰܿሺߠሺߩሻሻ. We can 

“understand” this equation better, by recognizing that in the case ݎ ൏ ݃ the 
value of the capital stock is the result of earlier activities. Indeed, for ݐ ൑ 0 we 
can write 

ሻ൯ߩሺߠ௧൫ܥ ൌ ݁௚௧ܥ଴ and thus we get: ׬ ݁ି௥௧ܥ௧൫ߠሺߩሻ൯݀ݐ ൌ
஼బሺఏሺఘሻ

௚ି௥

଴
ିஶ   

And similarly for ׬ ݁ି௥௧ݓሺݎ; ሻሻߩሺߠ ௧ܰ݀ݐ ൌ
௪ሺ௥;ఏሺఘሻሻேబ

௚ି௥

଴
ିஶ . 

In the case ݎ ൐ ݃ we integrate from time zero to time ൅∞. In that case we get 

׬ ݁ି௥௧ܥ௧൫ߠሺߩሻ൯݀ݐ ൌ
஼బሺఏሺఘሻሻ

௥ି௚

ஶ
଴  and ׬ ݁ି௥௧ݓሺݎ; ሻሻߩሺߠ ௧ܰ݀ݐ ൌ

௪ሺ௥;ఏሺఘሻሻேబ
௥ି௚

ஶ
଴  

Now we differentiate ܸሺݎ;   .ݎ ሻሻ partially with respect toߩሺߠ

߲ܸ
ݎ߲

ൌ
ሺ݃ െ ሻܰݎ

ݓ߲
ݎ߲ ൅ ሺܰݓ െ ሻܥ

ሺ݃ െ ሻଶݎ
ൌ
ܸ െ ܰܶሺݎ; ݓሻሻߩሺߠ

݃ െ ݎ
 

The partial derivative of the capital value with respect to ݎ is known in capital 
theory as the “Wicksell‐effect”. Its sign depends on the curvature of the wage‐

interest curve for a given physical composition of the capital stock. Its sign is 

positive, if that wage‐interest curve is concave. Its sign is negative, if that wage‐

interest curve is convex. Its sign is zero for the Solow production function, 

because then the wage‐interest curve is a straight line. The Sraffa school in 

capital theory considered it very important that the Wicksell effect can be 

different from zero. Among other reasons it challenged the use of the Solow 

production function by the MIT‐school in capital theory, because the Solow 

production function could dispense with a non‐zero Wicksell effect.  

In my view the Wicksell‐effect can be interpreted as a signal for the size of the 

 of the intertemporal distribution of labor inputs and consumption ݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ

good outputs of the hypothetical fully vertically integrated firm. If the 

 of the consumption good	݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ of the labor inputs exceeds the ݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ

outputs by more than would be the case with the Solow production function 

then the Wicksell‐effect is positive. This means that the upstream goods in the 

vertical ordering of the goods are made with a higher capital intensity than the 

downstream goods, in particular the final consumption goods.     

But the result, which we want to obtain in this section, does not depend on a 

particular sign of the Wicksell‐effect. At this point it is only important to 

understand the following. As long as the production technique ߠ and the 
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consumption‐labor pattern ߟ do not change and as long as government debt 

stays at zero (we look at the natural rate of interest ߷ሻ, the value of ݓෝ	is the 
same as the value of ݓ; and the value of ݒො	is the same as the value of ݒ.  

We then can write for ܦ ൌ 0 that 
డ௩ො

డ௥
ൌ

డ௩

డ௥
.  

A marginal change of the rate of interest does not only change the value of the 

capital stock and the wage rate. It also changes the method of production and 

the work‐consumption pattern. Here we use Assumption 5, which reads 
డ௩

డఏ

ଵ

௩
൏

డ௖

డఏ

ଵ

௖
. Assumption 8 reads 

డ௖̅

డఎ

ଵ

௖̅
൏

డ௩ത

డఎ

ଵ

௩ത
. Now, we observe that Assumption 7 can 

also be expressed in the following way: for a given rate of interest the 

consumption per head required for some life utility level and the average 

amount of wealth per person move in tandem. We then can replace ܿ̅ in the 
last inequality by ܿ̂ ൌ ܿ and we can replace ̅ݒ by ݒො	so that we obtain the 
inequality 

ොݒ߲
ߟ߲

1
ොݒ
൐
߲ܿ
ߟ߲

1
ܿ
ൌ
߲ܿ
ߠ߲

1
ܿ
 

We thus obtain by total differentiation with respect to ݎ at the point ݎ ൌ  so ,ߩ
that ݒො ൌ  the following inequality ,ݒ

ොݒ݀
ݎ݀

1
ොݒ
ൌ
ොݒ߲
ݎ߲

1
ොݒ
൅
ොݒ߲
ߟ߲

1
ොݒ
൐
ݒ߲
ݎ߲

1
ݒ
൅
߲ܿ
ߠ߲

1
ܿ
൐
ݒ߲
ݎ߲

1
ݒ
൅
ݒ߲
ߠ߲

1
ݒ
ൌ
ݒ݀
ݎ݀

1
ݒ
 

For ݎ ൌ ߷ and hence ݒො ൌ  this inequality implies ݒ

ොݒ݀
ݎ݀

൐
ݒ݀
ݎ݀

 

Now, remembering the equation ݒො ൌ ݒ ൅  we obtain ܦݓ

ොݒ݀
ݎ݀

ൌ
ݒ݀
ݎ݀

൅
ݓ݀
ݎ݀

ܦ ൅ ݓ
ܦ݀
ݎ݀

 

which in the case of ݎ ൌ ܦ and hence ߩ ൌ 0 leads to 

ොݒ݀
ݎ݀

ൌ
ݒ݀
ݎ݀

൅ ݓ
ܦ݀
ݎ݀

 

so that the inequality 
ௗ௩ො

ௗ௥
൐

ௗ௩

ௗ௥
 implies, together with	ݓ ൐ 0,  that 

ௗ஽

ௗ௥
൐ 0 at ݎ ൌ  ߩ
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But this implies uniqueness of a steady state interest rate with zero public debt.  

Theorem 4: With Assumptions 1‐8 there is at most one steady state rate of 

interest, which is compatible with a zero public debt period ܦ. If ߩ is that 
steady state rate of interest then ܦሺݎሻ ൐ 0 for ݎ ൐ ሻݎሺܦ and ߩ ൏ 0 for ݎ ൏  .ߩ

Proof: Assume the contrary. We then can find at least two distinct natural rates 

of interest ߷ଵ and ߷ଶ	with ߷ଵ ൏ ߷ଶ. Because of Assumption 3 the functions 

;ݎሺݓ ;ݎഥሺݓ ,ሻߠ ሺߟ ഥܷ,r)); ݒሺݎ; ;ݎሺݒ̅ ሻ andߠ ሺߟ ഥܷ;  ሻ are continuously differentiableݎ
functions of ݎ and ߠ. We then can also infer that ݓෝሺݎ; ;ݎොሺݒ ሻሻ andݎሺߟ  ሻሻ areݎሺߟ

continuously differentiable. Because of 
ௗ஽

ௗ௥
൐ 0 at ݎ ൌ ሻݎሺܦ we have	ଵߩ ൐ 0 for 

ݎ ൐  ଵ. But then because of the continuity of theߩ sufficiently close to ݎ ଵ forߩ
function ܦሺݎሻ there exists ߩଶ, such that ܦሺݎሻ ൐ 0 for ߩଵ ൏ ݎ ൏  ଶ andߩ

ଶሻߩሺܦ ൌ 0.  But then 
ௗ஽

ௗ௥
൑ 0 at ݎ ൌ  ଶ, in contradiction to the inequalityߩ

derived above: 
ௗ஽

ௗ௥
൐ 0. This shows that such ߩଶ cannot exist. But then, because 

of 
ௗ஽

ௗ௥
൐ 0 at ݎ ൌ ଵߩ ≡ ሻݎሺܦ we have ߩ ൐ 0 for ݎ ൐ ሻݎሺܦ and ߩ ൏ 0 for ݎ ൏  .ߩ

QED.  

Section 8. The Wage‐Interest Curve and the Consumption‐Growth Curve  

For a given technique ߠ let ݓሺݎ;  ሻ be the wage‐interest curve. We rewrite ourߠ

equation (1), by adding ݃ as an argument 

ܿሺ݃; ;ݎ ሻߠ ൅ ;ሺ݃ݒ݃ ;ݎ ሻߠ ൌ ;ሺ݃ݓ ;ݎ ሻߠ ൅ ;ሺ݃ݒݎ ;ݎ  ሻߠ

If we can understand the steady state economy to be an appropriate collection 

of overlapping hypothetical 100 %‐vertically integrated firms, we can conclude 

that ݓሺ݃; ;ݎ  does not depend on ݃. On the other hand, we have ߠ ሻ for givenߠ
argued that by an appropriate choice of the price level that for given ߠ 
ܿሺ݃; ;ݎ  We then can write .ݎ ሻ does not depend onߠ

ܿሺ݃; ሻߠ ൌ ;ݎሺݓ ݎ ሻ forߠ ൌ ݃ 

This means the curve describing the wage‐interest curve also describes the 

consumption‐growth curve, provided the same technique prevails. This is the 

basic duality relation of steady state capital theory.  

We may give this insight the name of 

Theorem 5: Assumption: the steady state economy can be seen as a collection 

of overlapping hypothetical fully vertically integrated firms with the result that 

;ݎሺݓ  ሻ is not influenced by the growth rate of the system. Then the basicߠ
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duality relation of steady state capital theory holds: for any given technique ߠ 
the wage‐interest curve is the same as the consumption‐growth tradeoff curve 

applicable with the same technique.  

As an example, we can use the basic duality relation and the Wicksell‐ effect for 

the following policy issue. One frequently hears the following proposal to solve 

the conundrum of the savings glut: policy should change so that private 

investment is encouraged. Thereby, one hopes, one also can lift the equilibrium 

rate of interest, without having to incur additional public debt.  

But, if one, for example, uses a Solow‐production function a higher rate of 

interest reduces the capital intensity of production. And, also our Assumption 5 

(the “law of demand”) predicts a lower capital‐output ratio from a higher rate 

of interest. Therefore, unless one wants to construct pyramids, like in ancient 

Egypt, the stimulus for investment must be accompanied by a higher steady 

state growth rate of the economy. For the welfare of people it may be fruitful 

to change things in such a way that firms are encouraged to invest more. But 

only, if the economy thereby can enjoy more growth.  

However, it is not a foregone conclusion that additional growth will raise the 

demand for capital in the steady state. Indeed, we know for the Solow‐

production function that the capital intensity ݇ is not affected by a different 
rate of growth, as long as the rate of interest remains the same. More 

generally, if the wage‐interest curve for a given technique is convex then a 

higher growth rate of the system reduces the demand for capital in the steady 

state. This result is just the duality mirror image of a negative or, “neoclassical” 

Wicksell effect. The figure depicts a convex wage‐interest curve. Keeping the 

rate of interest fixed, we compare two different growth rates ݃ and ݃ ൅ with 
݃൅൐ ݃. The slopes of the two corresponding red lines provide the value of 
capital ݒሺ݃; ;ݎ  ሻ. Here we see that the higher growth rate comes with a lowerߠ

capital requirement. The same result can be obtained algebraically. 
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It is, therefore, not at all clear that a growth stimulating policy provides an 

answer to the savings glut problem, if then it is a problem.  

Section 9. Synchronization. Explaining the representative household. We work 

in a model of overlapping generations. Indeed, working in continuous time, at 

any one point in time there co‐exist many overlapping generations. Even if 

persons are of the same “type” concerning their abilities, their life expectancy 

and their preferences ‐ they differ by age of birth. What does then the concept 

of the representative household mean? The basic idea is the principle of 

synchronization. It is an old idea, going back to Marx, Alfred Marshall, Böhm‐

Bawerk, John Bates Clark and others. In our context it means the following. 

It is easily explained in the setting of a stationary economy. Assume citizens are 

all of the same “type” concerning their tastes and opportunities. But they have 

different dates of birth. There is no technical progress. Total population is 

stationary. It is then the case that the distribution of consumption across the 

different age cohorts at any given moment of time is just a mirror image of the 

intertemporal distribution of consumption of any given cohort. The same is the 

case for the supply of labor.   

We then can use the intertemporal pattern ߟ of consumption and labor supply 

to derive the present quantity of consumption and labor employed. In value 
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terms: if the rate of interest is zero then the value of present total consumption 

equals the present value of life consumption of any one of the cohorts. And the 

value of the present wage bill equals the present value of life wage earnings 

accruing to any one of the cohorts. This mirror image of the intertemporal 

pattern in today´s inter‐cohort pattern of distribution of present labor and 

consumption is what we might call perfect synchronization. Given that all 

cohorts are alike, no distributional issues arise. The welfare analysis of the 

distribution of work and of consumption among different cohorts then simply 

boils down to the life utility analysis of any one of these cohorts. The figure of 

the representative household then is justified by the assumption of perfect 

synchronization.  

Section 10. Generalized Synchronization. On the production side our analysis of 

optimal public debt operates with a “wage”‐interest frontier. It basically is a 

highly aggregated indirect production function. And on the household side we 

work with a highly aggregated indirect utility function. We do not have to 

specify the thousands of different commodities, which are being produced and 

consumed in the economy. Only the period of production T and the waiting 

period Z are relevant – and, of course, the public debt period D itself.  

We thus can generalize our analysis far beyond the model of the stationary 

economy discussed in the preceding section. In a first step I discuss population 

growth. If the population grows at a rate ݃ ൐ 0 per annum and if the available 

technology is constant through time then perfect synchronization corresponds 

to the golden rule path with an interest rate equal to g. Then the present 

distribution of consumption across different cohorts is a mirror, one to one, of 

the present value of the intertemporal distribution of consumption of any given 

cohort. Again, we can apply the figure of the representative household, due to 

perfect synchronization.  

But we can go beyond the assumption of a constant technology. Traditional 

growth theory explains the growing standard of life mainly by technical 

progress. Using the figure of the representative consumer, we can generalize 

our approach, to include changes through time like, for example, technical 

progress. In addition, certain forms of demographic change are compatible 

with our approach. Take technical progress first. As long as it keeps the period 

of production and the waiting period the same, the formula for the optimal 

level of public debt remains intact. In Section 5 above I describe how one 

computes the period of production. For this purpose I describe a hypothetical 

firm which is fully vertically integrated. Its only input bought from outside is 
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labor. Its only output sold on the market consists of consumption goods. Within 

a steady state economy the production system can be decomposed into a set 

of such fully vertically integrated hypothetical firms. One then can show that on 

the golden rule path the capital/consumption ratio of the economy equals this 

period of production. Borrowing from the well‐ known concept of Harrod‐

neutral technical progress we can replace simple labor time by labor time in 

efficiency units. If wages per natural time unit rise in such a way that the wage 

of an efficiency unit remains unchanged we can apply the same approach of a 

hypothetical fully vertically integrated firm to determine the period of 

production. Again, on the golden rule path this period of production equals the 

capital/consumption ratio. 

On the golden rule path, keeping the period of production the same across 

technical changes, many things may change through time. New production 

methods may replace the old ones. New products may replace old products. 

Relative prices of different consumption goods will change. The relative weight 

of different production sectors in the economy may change. In the hypothetical 

fully integrated firm the particular time pattern of (efficiency) labor inputs and 

consumption good outputs may change, as long as the period of production 

does not change.   

Also the requirements for training and thus human capital may change. This 

may imply that the relative weight of the educational sector rises and that 

people on average enter the labor force at a higher age. Thus, in the economy 

the relative weight of the human capital content of produced goods may rise. 

The formula for the optimal public debt level ܦ ൌ ܼ െ ܶ remains unaffected by 

this as long as the period of production and the waiting period do not change.   

Similar considerations apply for the waiting period Z. For a given waiting period 

along the golden rule path many things may change for consumers. Their 

consumption basket changes. The time pattern of their use of time for work 

and leisure may change substantially even without affecting Z. The standard 

model is even applicable, if we no longer assume that the utility function of the 

representative citizen is fixed. I believe we can cope with endogenously 

changing preferences as long as preferences are “adaptive”. On my theory of 

adaptive preferences cf. my paper Weizsäcker (2013).  

The dynamics of change and progress may also have an impact on positive and 

negative externalities, on the forms and the intensity of competition.  
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Given that we deal with a wide class of changes in technology and thus with a 

rising trend in the standard of living, we do have an issue of intergenerational 

distribution. Younger cohorts are likely to be better off than older cohorts. In 

the standard model I ignore this issue. Also, given that I assume only one 

“type” I ignore intra‐generational distribution issues.  

I conclude that the standard model of a given period of production and a given 

waiting period along the golden rule path is quite general. Of course, it is true 

that there are many potential causes generating changes in T or Z. Moreover 

the unbiasedness of the price signal r may be at odds with reality. I discuss 

some of the deviations from the standard model in later chapters.  

 

Chapter 3. The Coefficient of Intertemporal Substitution  

Section 1. Introduction. This paper on the capital theory of the steady state 

provides theoretical background for policy related work to cope with the 

challenge of a negative natural rate of interest. There is a theoretical challenge: 

the CES production function, which was introduced by Arrow, Chenery, Minhas 

and Solow in 1961. It became popular in empirical and forecasting work 

because it allowed working with an empirically measured elasticity of 

substitution between labor and capital in forecasting exercises, which had to 

deal with future capital intensities far outside the range that was observed in 

the past. By assuming that the elasticity of substitution between labor and 

capital is the same in the future as was estimated for the past one could 

provide forecasts of real domestic product, investment levels, consumption 

levels etc. However, in the CES production function the marginal productivity of 

capital remains positive for all levels of the capital intensity. This is a challenge 

for a theory dealing with the negative natural rate of interest.  

Here I propose a substitute for the elasticity of substitution between capital 

and labor. It is the coefficient of intertemporal substitution. For a steady state 

analysis it has substantial advantages, as will be shown in this Chapter 3. In 

particular, it can cope with a negative rate of interest, i.e. with a negative 

marginal productivity of capital – even if we work with the assumption that the 

coefficient of intertemporal substitution is a constant across different capital 

intensities. Moreover, it is better suited for a meta‐model like ours. We are 

interested in quantifying the welfare losses, which are induced by a divergence 

between the rate of interest ݎ and the steady state rate of growth ݃. Here the 
coefficient of intertemporal substitution helps. In addition, using the concepts 
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of the period of production ܶ and the “waiting period” ܼ, it allows some 

substantial formal symmetry between the production system and the 

consumption system of the economy. Furthermore, by assuming that the 

coefficient of intertemporal substitution is a constant, we get access to the size 

of that constant in the production system, by using the well‐known “Kaldor 

fact” that the capital output ratio has no trend through time.  

 

Section 2. The Law of Intertemporal Substitution in the Production System  

In this section, I prove a theorem, which I call the “Law of Intertemporal 

Substitution”. Here I explain this name. Production is an activity, which takes 

time. On average inputs have to be available before outputs accrue. Production 

then transforms goods of today into goods, which are available at future dates. 

Böhm‐Bawerk´s average period of production attempts to quantify how far 

away in time outputs are from inputs, on average. Thus, a change in the 

production mode, which lengthens or shortens the average period of 

production is an intertemporal substitution. A longer period of production 

replaces earlier outputs by later outputs. For given inputs, people have to wait 

for a longer time to obtain the fruits of the production process. As the following 

Theorem 6A is about changes in the period of production, I call it the Law of 

Intertemporal Substitution, Part1.  

Similar considerations apply to the household sector or, as we also call it: the 

“consumption system”. A rise in the waiting period means that people wait for 

a longer time until they consume the fruits of their labor. They replace 

consumer goods by other consumer goods, which accrue later. Again, this 

means that some intertemporal substitution takes place. As the following 

Theorem 6B, derived in Section 3, is about changes in the waiting period, I call 

it the Law of Intertemporal Substitution, Part 2.  

In the following we do not need Assumption 5 (the “law of demand” in the 

production system). 

Here then comes  

Theorem 6A (Law of intertemporal Substitution, Part 1): Under Assumptions 

1,2,3 and 4 the following holds: Keeping the weighting system ݎ the same, a 

small rise in the value of ߠ reduces the period of production: in a formula: 

            ଶܶሺݎ; ሻሻݎሺߠ ൑ 0                                      (5) 
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Proof: In section 3 of Chapter 2 above we already have discussed the first total 

derivative of the “wage” function with respect to ݎ: 

 
ௗ௪ሺ௥;ఏሺ௥ሻሻ

ௗ௥
ൌ ଵݓ ൅ ଶݓ ൌ െܶ൫ݎ; ;ݎ൫ݓሻ൯ݎሺߠ ሻ൯ݎሺߠ ൅ ;ݎଶሺݓ  .ሻሻݎሺߠ

I now discuss the second total derivative of ݓ with respect to ݎ. We obtain 

݀ଶݓሺݎ; ሻሻݎሺߠ
ଶݎ݀

ൌ ଵଵݓ ൅ ଵଶݓ ൅ ଶଵݓ ൅  ଶଶݓ

We can specify this equation by means of the following characteristics. Because 

of Assumption 4 (Unbiased price signal ݎ in the production system) we know 

that 
ௗమ௪ሺ௥;ఏሺ௥ሻሻ

ௗ௥మ
൒ ;ݎଵଵሺݓ  ሻሻ (envelope theorem) and we know thatݎሺߠ

;ݎଶሺݓ ሻሻݎሺߠ ൌ 0	 and ݓଶଶሺݎ; ሻݎሺߠ ൑ 0.  Furthermore ݓଶଵ ൌ ଵଶݓ ൌ െݓ ଶܶ െ

ଶܶݓ ൌ െݓ ଶܶ. Thus  
ௗమ௪ሺ௥;ఏሺ௥ሻሻ

ௗ௥మ
െ ;ݎଵଵ൫ݓ ሻ൯ݎሺߠ െ ;ݎଶଶሺݓ ሻݎሺߠ ൒ 0; or, which is 

the same, 2ݓଵଶ൫ݎ; ሻ൯ݎሺߠ ൌ െ2ݓ ଶܶ ൒ 0. This implies  ଶܶ ൑ 0. QED 

The economic meaning of this inequality   ଶܶ ൑ 0 is this: Keeping the “weighting 
system” ݎ the same, the physical change of the production system upon a 

“small” rise of the rate of interest leads to a shorter period of production. In 

the language of Böhm‐Bawerk: as the roundaboutness of production becomes 

more expensive the degree of roundaboutness of production declines. This is 

the first part of the Law of Intertemporal Substitution.  

It is useful to define a measure for the power of the intertemporal substitution. 

The traditional elasticity of substitution between two inputs is dimensionless, 

hence does not depend on the choice of units, which measure the quantities of 

the two inputs. Following this lead, I also define a coefficient of intertemporal 

substitution, which is dimensionless. I give it the symbol ߰.  

Definition: The Coefficient of Intertemporal Substitution ߰:  It is defined by this 

equation ߰ ൌ
డ

భ
೅ሺೝ;ഇሺೝሻ

డఏ
ൌ

ௗ
భ
೅

ௗ்

డ்ሺ௥;ఏሺ௥ሻሻ

డఏ
ൌ െ

ଵ

்మ ଶܶሺݎ;   .ሻሻݎሺߠ

Or the other way round:  ଶܶ ൌ െܶଶ߰. As we have shown that  ଶܶሺݎ;  ሻሻ isݎሺߠ
negative, or at most zero, we know that ߰ is nonnegative. It is dimensionless, 

because 1/ܶ and ݎ and ߠሺݎሻ have the same dimension.  
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Section 3. The Law of Intertemporal Substitution in the Consumption System 

In the following we look at the “compensated demand function” or 

“compensated supply function”; keeping life utility the same we look at the 

reaction of labor supply and consumption goods demand upon a small rise in 

the rate of interest ݎ. We fix the level of life utility ܷ at some level  ഥܷ. For 
convenience of notation we skip writing down the constant  ഥܷ. The labor‐
consumption pattern then is a function of ݎ and of  ഥܷ. We then can write ߟ ൌ
ሻݎሺߟ .i.e ;ݎ ”ሻ the “nameݎሺߟ ሻ. And we giveݎሺߟ ൌ   .ݎ

Note that in the following we do not need Assumption 8 (The “law of demand” 

and the “law of supply” in the consumption system). 

Theorem 6B: (Law of intertemporal Substitution, Part 2):  Under Assumptions 

1,3,6,and 7 the following holds:  Keeping the weighting system ݎ the same and 

keeping life time utility the same, a small rise in the value of ߟ raises the value 
of the waiting period: in a formula: 

           ܼଶሺݎ; ሻሻݎሺߟ ൒ 0                                      (6) 

Proof: As discussed earlier Assumption 6 (UBPS2) means that the 

representative household maximizes life time utility under the given budget 

constraint ݓഥ  and ݎ. This is equivalent to the property that for given ݎ the 
“wage” ݓഥሺݎ;  such that ߟ  for financing some ݓ ሻሻ is the minimum of allݎሺߟ
ܷሺߟሻ ൒ ഥܷ൫ߟሺݎሻ൯.  The total first derivative of ݓഥ  with respect to ݎ then is 
ௗ௪ഥሺ௥;ఎሺ௥ሻሻ

ௗ௥
ൌ ;ݎഥଵሺݓ ;ݎഥଶሺݓ+ሻሻݎሺߟ  ,ሻሻ. We then know from Chapter 2, section 4ݎሺߟ

that  ݓഥଵ൫ݎ; ሻ൯ݎሺߟ ൌ െܼሺݎ; ;ݎഥሺݓሻሻݎሺߟ    ሻሻ. Moreover UBPS2 impliesݎሺߟ

;ݎഥଶ൫ݓ ሻ൯ݎሺߟ ൌ 0. The second total derivative then is 

݀ଶݓഥሺݎ; ሻݎሺߟ
ଶݎ݀

ൌ ;ݎഥଵଵ൫ݓ ሻ൯ݎሺߟ ൅ ;ݎഥଵଶ൫ݓ ሻ൯ݎሺߟ ൅ 

൅ݓഥଶଵ൫ݎ; ሻ൯ݎሺߟ ൅ ;ݎഥଶଶ൫ݓ  ሻ൯ݎሺߟ

Furthermore 	ݓഥଵଶ൫ݎ; ሻ൯ݎሺߟ ൌ ;ݎഥଶଵ൫ݓ ሻ൯ݎሺߟ ൌ
																	െܼଶሺݎ; ;ഥ൫rݓሻݎሺߟ ηሺrሻ൯ െ Zݓഥଶ൫r; ηሺrሻ൯ ൌ െܼଶሺݎ; ;ഥ൫rݓሻݎሺߟ ηሺrሻ൯.  

So we get	
݀ଶݓഥ൫ݎ; ሻ൯ݎሺߟ

ଶݎ݀
ൌ ;ݎഥଵଵ൫ݓ ሻ൯ݎሺߟ െ 

െ2ܼଶሺݎ; ;ݎഥሺݓሻݎሺߟ ሻሻݎሺߟ ൅ ;ݎഥଶଶ൫ݓ  ሻ൯ݎሺߟ
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But because of UBPS2 we know that ݓഥଶଶ൫ݎ; ሻ൯ݎሺߟ ൒ 0 and that        
ௗమ௪ഥሺ௥;ఎሺ௥ሻሻ

ௗ௥మ
൑ ;ݎഥଵଵ൫ݓ  ሻ൯ (envelope theorem). The following inequality followsݎሺߟ

ௗమ௪ഥሺ௥;ఎሺ௥ሻሻ

ௗ௥మ
െ ;ݎഥଵଵ൫ݓ ሻ൯ݎሺߟ െ ;ݎഥଶଶ൫ݓ ;ሺܷߟ ሻ൯ݎ ൑ 0 , or, which is the same, 

െ2ܼଶሺݎ; ;ݎഥሺݓሻݎሺߟ ሻሻݎሺߟ ൑ 0 i.e. ܼଶሺݎ; ሻሻݎሺߟ ൒ 0. QED. 

Given that we know the sign of the intertemporal substitution effect we can 

use it to define a second coefficient of substitution, which we call ߛ.	As in the 
case of ߰ we want it to be dimensionless. Thus, 

Definition: The Coefficient of Intertemporal Substitution ߛ:  It is defined by the 

following equation: ߛ ൌ െ
డ
భ
ೋ

డఎ
ൌ െ

ௗ
భ
ೋ

ௗ௓
ܼଶ ൌ

௓మ
௓మ
.  

This is equivalent to ܼଶ ൌ ;ݎଶሺܼߛ ;ሺܷߟ  .ሻሻݎ

As we shall see below in Sections 4 and 5, the coefficients of intertemporal 

substitution ߛ and ߰ are useful in explaining the shortfall of “real income” from 

its maximum, if the rate of interest diverges from its optimal value.  

Section 4. Quantifying Welfare Losses for Suboptimal Interest Rates in the 

Meta‐Model: The Production System. 

It is of interest to know the loss function in case of a suboptimal rate of 

interest. Our approach allows us to find a simple loss formula for “small” 

deviations from the optimal rate. It is an approximation for our meta‐model. 

The approximation is a second order Taylor expansion around the optimal rate 

ݎ ൌ ݃.  It can best be written down by using the two coefficients of 
intertemporal substitution ߰ and ߛ, which we introduced above in Section 2 
and Section 3. For any specific model, like for example the Solow production 

function, one can check how well the approximation works. 

I begin with the loss function for the production system.  

We know that ݓሺ݃; ݃ሻ ൒ ;ሺ݃ݓ ሻݎሺߠ ሻሻ for allݎሺߠ ∈  I now develop an .ܽݐ݄݁ܶ
approximation for the welfare loss ݓሺ݃; ݃ሻ െ ;ሺ݃ݓ  ሻሻ. It is a second orderݎሺߠ
Taylor approximation. Our approximation formula then reads 

;ሺ݃ݓ ሻߠ ൌ ;ሺ݃ݓ ݃ሻ ൅ ;ଶሺ݃ݓ ݃ሻሺߠ െ ݃ሻ ൅ ;ଶଶሺ݃ݓ ݃ሻ
ଵ

ଶ
ሺߠ െ ݃ሻଶ ൌ ;ሺ݃ݓ ݃ሻ ൅

;ଶଶሺ݃ݓ ݃ሻ
ଵ

ଶ
ሺߠ െ ݃ሻଶ   
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because  ݓଶሺ݃; ݃ሻ is of course zero. I now compute the value ݓଶଶሺ݃; ݃ሻ ൌ
డమ௪

డఏమ
ሺ݃; ݃ሻ. 

Theorem 7A: The second order Taylor approximation of the proportional real 

income loss relative to the optimum on the production side is ߰ܶଶሺݎ െ ݃ሻଶ/2, 
with ߰ the coefficient of intertemporal substitution in the production system 

and ܶ	the “period of production”, both at the optimum. 

Proof: The second order Taylor approximation is equivalent to the replacement 

of the true function ݓሺݎ;   We then write .ߠ and ݎ ሻ by a quadratic function inߠ

;ݎሺݓ ሻߠ ൌ ∗ݓ ൅ ܽଵሺݎ െ ݃ሻ ൅ ܽଶሺߠ െ ݃ሻ ൅ ܽଷሺݎ െ ݃ሻଶ ൅ ܽସሺݎ െ ݃ሻሺߠ െ ݃ሻ
൅ ܽହሺߠ െ ݃ሻଶ 

Here then ݓ∗ ≡ ;ሺ݃ݓ ݃ሻ. Because of UBPS1 we know for ߠ ൌ  that the partial ݎ
derivative with respect to ߠ is equal to zero. Hence for every value of ݎ 

                                     
డ௪

డఏఏୀ௥
ൌ ܽଶ ൅ ܽସሺݎ െ ݃ሻ ൅ 2ܽହሺߠ െ ݃ሻ ൌ 0 

which implies ܽଶ ൌ 0 and ܽସ ൌ െ2ܽହ. 

Moreover we have 
డమ௪

பఏమ
ൌ 2ܽହ ൌ െܽସ. For ܶ ൌ െ

డ௪ డ௥⁄

௪
 we obtain 

ܶ ൌ െ
ܽଵ ൅ 2ܽଷሺݎ െ ݃ሻ ൅ ܽସሺߠ െ ݃ሻ

∗ݓ  

Keeping in mind 
డ௪

డఏఏୀ௥
ൌ 0 (so that the numerator´s partial derivative is zero) it  

follows  

డ்

డఏ
ൌ െ

௔ర
௪
ൌ

ଵ

௪
 
డమ௪

பఏమ
 or, for ݎ െ ݃ ൌ 0 and ߠ െ ݃ ൌ 0 

ଶଶݓ ≡
߲ଶݓ
ଶߠ∂

ൌ ;ሺ݃ݓ ݃ሻ
߲ܶ
ߠ߲

ൌ െݓ∗߰ܶଶ 

We then have 

;ሺ݃ݓ ሻߠ ൌ ∗ݓ ൅ ;ଶଶሺ݃ݓ ݃ሻ
ଵ

ଶ
ଶߠ ൌ ∗ݓ ቂ1 െ

ଵ

ଶ
߰ܶଶሺߠ െ ݃ሻଶቃ   

 QED 

Because we apply a second order Taylor approximation the welfare loss 

obviously must rise with the square of the deviation from the optimal rate of 

interest. Moreover the proportional welfare loss is also in proportion to the 

coefficient of intertemporal substitution ߰.  
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Section 5. Quantifying Welfare Losses for Suboptimal Interest Rates: The 

Consumption System. 

In the following ܷ stands for ܷሺߟሺ݃ሻሻ. This is the life‐time utility obtained in 

case of the optimal rate ݎ ൌ ݃. As discussed above, we can form the function 

;ഥሺ݃ݓ ,ሺܷߟ ;ഥሺ݃ݓ ሻሻ and the expressionݎ ,ሺܷߟ ݃ሻሻ. These are the wage rates 
required for the financing of labor‐consumption patterns ߟሺܷ, ,ሺܷߟ ሻ andݎ ݃ሻ. 
UBPS2 implies that ݓഥሺ݃; ,ሺܷߟ ሻሻݎ ൒ ;ഥሺ݃ݓ	 ,ሺܷߟ ݃ሻሻ for all values of ݎ ∈ ܴ. 

Note that for any work‐consumption pattern ߟ at the steady state rate of 
interest ݎ equal to the steady state rate of growth ݃ the “wage rate” ݓഥ  equals 
the corresponding consumption per head ܿ̅. So we also have  

ܿ̅ሺߟሺܷ, ሻሻݎ ൒ 	 ܿ̅ሺߟሺܷ, ݃ሻሻ 

I now develop an approximation for the difference                          

;ഥ൫݃ݓ ,ሺܷߟ ሻ൯ݎ െ	ݓഥሺ݃; ,ሺܷߟ ݃ሻሻ. It is a second order Taylor approximation. 

Thus it is quite accurate for “small” deviations of ݎ from its optimal value  . I 

thus compute the value ݓഥଶଶሺ݃; ݃ሻ ൌ
డమ௪ෝ

డఎమ
ሺ݃; ݃ሻ. Our approximate formula then 

reads 

;ഥ൫݃ݓ ,ሺܷߟ ሻ൯ݎ ൌ ;ഥ൫݃ݓ	 ,ሺܷߟ ݃ሻ൯ ൅ ;ഥଶሺ݃ݓ ݃ሻሺߟ െ ݃ሻ ൅ ;ഥଶଶሺ݃ݓ ݃ሻ
1
2
ሺߟ െ ݃ሻଶ

ൌ ;ഥ൫݃ݓ ,ሺܷߟ ݃ሻ൯ ൅ ;ഥଶଶሺ݃ݓ ݃ሻ
1
2
ሺߟ െ ݃ሻଶ 

because, of course,  ݓഥଶሺ݃; ݃ሻ ൌ 0. 

Theorem 7B: The second order Taylor approximation of the proportional real 

income loss relative to the optimum on the consumption side is               

ݎଶሺܼߛ െ ݃ሻଶ/2, with ߛ	the coefficient of intertemporal substitution in the 

consumption system and ܼ	the “waiting period”, both at the optimum. 

Proof: The second order Taylor approximation is equivalent to the replacement 

of the true function ݓഥሺݎ;                          We then write .ߠ and ݎ ሻ by a quadratic function ofߟ

;ݎഥሺݓ ሻߟ ൌ ;ഥሺ݃ݓ ݃ሻ ൅ ܾଵሺݎ െ ݃ሻ ൅ ܾଶሺߟ െ ݃ሻ ൅ ܾଷሺݎ െ ݃ሻଶ ൅ ܾସሺݎ െ ݃ሻሺߟ െ
݃ሻ ൅ ܾହሺߟ െ ݃ሻଶ 

Because of UBPS2 we know for ߟ ൌ  that the partial derivative with respect to ݎ
                                       we have  ݎ is equal to zero. Hence for every value of ߟ

     
డ௪ഥ

డఎఎୀ௥
ൌ ܾଶ ൅ ܾସሺݎ െ ݃ሻ ൅ 2ܾହሺߟ െ ݃ሻ ൌ 0 

which implies ܾଶ ൌ 0 and ܾସ ൌ െ2ܾହ. 
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Moreover we can compute 
డమ௪ഥ

பఎమ
ൌ 2ܾହ ൌ െܾସ. For Zൌ െ

డ௪ഥ డ௥⁄

௪ഥ
 we obtain 	

ܼ ൌ െ
ܾଵ ൅ 2ܾଷሺݎ െ ݃ሻ ൅ ܾସሺߟ െ ݃ሻ

ഥݓ
 

From this – keeping in mind 
డ௪ഥ

డఎఎୀ௥
ൌ 0 ‐  follows  

డ௓

డఎ
ൌ െ

௕ర
௪ഥ
ൌ

ଵ

௪ഥ

డమ௪ഥ

డఎమ
 or, for ݎ ൌ ݃ and ߟ ൌ ݃ 

;ഥଶଶሺ݃ݓ ݃ሻ ≡
߲ଶݓഥ
ଶߟ߲

ൌ ഥݓ
߲ܼ
ߟ߲

ൌ ;ഥሺ݃ݓ ݃ሻܼߛଶ 

We then have 

;ഥሺ݃ݓ ሻߟ ൌ ;ഥሺ݃ݓ ݃ሻ ൅
ଵ

ଶ
;ഥଶଶሺ݃ݓ ݃ሻሺߟ െ ݃ሻଶ= 

;ഥሺ݃ݓ ݃ሻ ቂ1 ൅
ଵ

ଶ
ߟଶሺܼߛ െ ݃ሻଶቃ=ݓഥሺ݃; ݃ሻ ቂ1 ൅

ଵ

ଶ
ݎଶሺܼߛ െ ݃ሻଶቃ 

Thus, 

ܿ̅ሺߟሺݎሻሻ ൌ ܿ̅ሺߟሺ݃ሻሻ	൤1 ൅
1
2
ݎଶሺܼߛ െ ݃ሻଶ൨ 

 

QED. 

The proportional welfare loss on the consumption side due to a “wrong” rate of 

interest then amounts to 
ଵ

ଶ
ݎଶሺܼߛ െ ݃ሻଶ. Because we apply a second degree 

Taylor approximation the welfare loss obviously must rise with the square of 

the deviation from the optimal rate of interest. Moreover the proportional 

welfare loss is also in proportion to the coefficient of intertemporal 

substitution ߛ. 

Section 6. The total loss in real income due to deviation of ݎ from its optimum 

value ݃ 

We now can combine the loss in real income on the production side and the 

consumption side. The reference point is life utility ܷ obtainable at ݎ ൌ ݃. It 
corresponds to the wage rate at that point: 

∗ݓ ≡ ;ሺ݃ݓ ݃ሻ ൌ ;ෝሺ݃ݓ ݃ሻ ൌ ;ഥ൫݃ݓ ;ሺ݃ߟ ܷሻ൯. 
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Now, according to a second order Taylor approximation Theorem 6A tells us 

the following: for a the production technique ߠሺݎሻ ൌ  the wage rate that can ,ݎ
be paid at an interest rate ݎ ൌ ݃ is given by  

;ሺ݃ݓ ሻߠ ൌ ∗ݓ ൅ ;ଶଶሺ݃ݓ ݃ሻ
1
2
ଶߠ ൌ ∗ݓ ൤1 െ

1
2
߰ܶଶሺߠ െ ݃ሻଶ൨ 

And thus, also  

ܿሺߠሻ ൌ ∗ݓ ൤1 െ
1
2
߰ܶଶሺߠ െ ݃ሻଶ൨ 

On the other hand, the consumption per head required to obtain the utility 

level ܷ	by means of the work‐consumption pattern ߟሺݎ; ܷሻ can be estimated 

by a second order Taylor approximation, using Theorem 6B to be 

ܿ̅ሺߟሺݎ; ܷሻ ൌ ሻሻݎሺߟ;ഥ(gݓ ൌ ;ഥሺ݃ݓ ݃ሻ ቂ1 ൅
ଵ

ଶ
ݎଶሺܼߛ െ ݃ሻଶቃ ൌ

																			ܿሺ݃; ݃ሻ ቂ1 ൅
ଵ

ଶ
ݎଶሺܼߛ െ ݃ሻଶቃ 

 

So at ݎ the gap between the consumption required to obtain live utility ܷ and 
the actually obtainable consumption ܿሺߠሺݎሻሻ is given by 

ܿ̅ሺߟሺݎ; ܷሻሻ െ ܿ൫ߠሺݎሻ൯ ൌ ܿሺ݃ሻ ൜൤1 ൅
1
2
ߟଶሺܼߛ െ ݃ሻଶ൨ െ ൤1 െ

1
2
߰ܶଶሺߠ െ ݃ሻଶ൨ൠ

ൌ ܿሺ݃ሻ
1
2
ሼ߰ܶଶሺݎ െ ݃ሻଶ ൅ ݎଶሺܼߛ െ ݃ሻଶሽ

ൌ ܿሺ݃ሻ
1
2
ሺ߰ܶଶ ൅ ݎଶሻሺܼߛ െ ݃ሻଶ 

In other words: We can write as 

Theorem 7: The total proportionate loss of welfare due to a steady state rate of 

interest different from the rate of growth Ω,	is estimated by a second order 

Taylor approximation to be 

Ω ൌ
1
2
ሺ߰ܶଶ ൅ ݎଶሻሺܼߛ െ ݃ሻଶ 

This being a second order Taylor approximation the proportionate loss rises 

with the square of ݎ െ ݃.  

Note that Ω is invariant against changes in the time unit, because ܶሺݎ െ ݃ሻ and 
ܼሺݎ െ ݃ሻ are invariant against a change in the time unit, say from “year” to 

“month” – and ߰ as well as ߛ are dimension free.  
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Section 7 Calibrating the coefficient of intertemporal substitution ߰ for the 
production system, using the Solow model. 

In theoretical and empirical macro‐economics the Solow production function is 

the “workhorse” that works for the production system of the economy. It is 

therefore useful to connect our coefficient of intertemporal substitution with 

the Solow model. However, one of the reasons I have introduced this 

coefficient of intertemporal substitution is that we can use it much more 

widely. It is not restricted to the Solow model. 

I describe a Solow model applicable for a given moment of time with the 

technology available at that time. So, for simplicity of notation, we can ignore 

technical progress. I also assume constant returns to scale on the macro level. 

In that case we can write the production function in the following way 

݂ ൌ ݂ሺ݇ሻ; 	݂´ሺ݇ሻ ൒ 0 for 0 ൑ ݇ ൑ ത݇ ൑ ∞; ݂´´ሺ݇ሻ ൏ 0; ݇ ൒ 0; if   ത݇ ൌ ∞, then 

lim
௞→ஶ

݂´ሺ݇ሻ ൌ 0 

Here ݂ is net output per unit of labor and ݇ is the capital‐labor ratio. Its value  ത݇ 
maximizes ݂ሺ݇ሻ. If factor prices ݓ for labor and ݎ	 (the rate of interest) for 
capital correspond to their respective marginal productivities we obtain the 

following equations 

ݎ ൌ ݂´ሺ݇ሻ and ݓ ൌ ݂ െ ݂´ሺ݇ሻ݇ 

In our meta‐model of the preceding chapter the production system was called 

ሻݎሺߠ was “named” in such a way that ߠ and ;ߠ ൌ  In the special case of the .ݎ
Solow model this convention to “name” the different production systems then 

implies the following function for the capital‐labor ratio ݇. Because we assume 

that the second derivative ݂´´ሺ݇ሻ is strictly negative the function ݂´ሺ݇ሻ is 
invertible. We thus have a function 

݇ ൌ ݄ሺ݂´ሻ ൌ ݄ሺݎሻ ൌ ݄ሺߠሻ 

Here we observe ݄´ሺ݂´ሻ ൌ
ௗ௞

ௗ௥
ൌ 1

ௗ௥

ௗ௞
ൗ ൌ

ଵ

௙´´
 . This means: ´´ሺ݇ሻ݄´ሺ݂´ሻ ൌ 1 . Of 

course the combined mapping ݄ሺ݂´ሺ݇ሻሻ maps any given ݇ into itself. Thus the 
slope of the combined mapping must be equal to unity. 

We then can apply the formalism developed in the preceding chapter for the 

meta‐model. However, it is convenient in the case of the Solow model to work 

with “real” values, rather than “nominal” values. Yet, we still can write a 

function for ݓ in the form ݓ ൌ ;ݎሺݓ  ሻ. And thus, again we can form the firstߠ
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partial derivatives of this function ݓଵ ൌ
డ௪

డ௥
  and ݓଶ ൌ

డ௪

డఏ
 . As there is a one‐to‐

one relation between ߠ and ݇ we can identify ݓଵ with a marginal change in the 

wage rate upon a marginal change of the rate of interest, keeping the capital‐

labor ratio constant. Writing the wage rate in the form ݓ ൌ ݂ሺ݇ሻ െ  we then ݇ݎ
obtain 

ଵݓ ൌ െ݇. 

As in the meta‐model of the preceding chapters we can derive the following 

property of ݓଶ. If we evaluate ݓଶ at the point ߠ ൌ  we have ݎ

ଶݓ ൌ
ݓ݀
ݎ݀

െ ଵݓ ൌ ൫݂´ሺ݇ሻ െ ݂´ሺ݇ሻ െ ݂݇´´ሺ݇ሻ൯
݀݇
ݎ݀

൅ ݇

ൌ 								݇൫1 െ ݂´´ሺ݇ሻ݄´ሺߠሻ൯ ൌ 0 

We remember that in the meta‐model UBPS1 implied ݓଶ ൌ 0 at ߠ ൌ  And, of .ݎ
course, the assumption ݎ ൌ ݂´ሺ݇ሻ is in line with the assumption UBPS1.  

The Solow model describes the economy as if it were a one commodity 

economy. As we discussed above, application of the Böhm‐Bawerk/ Hicks 

period of production to the Solow model leads to the result 

ܶ ൌ െ
ଵݓ
ݓ
ൌ

݇
݂ െ ݇ݎ

 

Now I derive the Solow production function ݂ሺ݇ሻ, which corresponds to the 
assumption that the coefficient of intertemporal substitution ߰ is a constant. 

So, in the following ߰ ൌ
డ
భ
೅

డఏ
 is a constant. We have 

డ்

డఏ
ൌ െ߰ܶଶ. Furthermore, 

from ܶ ൌ െ
௪భ

௪
ൌ

௞

௙ି௥௞
 we derive 

డ்

డ௥
ൌ

ሺି௞ሻሺି௞ሻ

ሺ௙ି௥௞ሻమ
ൌ

௞మ

ሺ௙ି௥௞ሻమ
ൌ ܶଶ. It follows 

݀ܶ
ݎ݀

ൌ
߲ܶ
ݎ߲

൅
߲ܶ
ߠ߲

ൌ ሺ1 െ ߰ሻܶଶ 

For ߰ ് 1 integration of this differential equation for ܶ as a function of ݎ leads 
to 

ܶ ൌ
1

ሺ߰ െ 1ሻ
1

ሺݎ ൅ ܽሻ
 

Here ܽ is a constant of integration. Using the equation ݎ ൌ ݂´ሺ݇ሻ and the 

equation ܶ ൌ
௞

௙ሺ௞ሻି௞௙´ሺ௞ሻ
 we then can write 
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݇
݂ െ ݂݇´ሺ݇ሻ

ൌ
1

ሺ߰ െ 1ሻ
1

ሺ݂´ሺ݇ሻ ൅ ܽሻ
 

or, which is the same 

݂´ሺ݇ሻ ൌ
1
߰
݂ሺ݇ሻ
݇

െ
߰ െ 1
߰

ܽ 

This is a linear differential equation for ݂ as a function of ݇. Integration leads to 

݂ሺ݇ሻ ൌ ݇ܤ
ଵ
ట െ ܽ݇ 

 then is another constant of integration ܤ

We now distinguish between case 1: ߰ ൐ 1 and case 2: 0 ൏ ߰ ൏ 1.  

Case 1: From  ݂´´ ൏ 0	ܽ݊݀: if		 ത݇ ൌ ∞, then	 lim
௞→ஶ

݂´ሺ݇ሻ ൌ 0	) we have to assume 

that the constant of integration ܤ is positive and that the constant of 
integration ܽ is nonnegative. We then have a Cobb‐Douglas function minus a 

term which is in proportion to ݇. The latter term may be zero. If ܽ is positive 
then ݂ሺ݇ሻ reaches a maximum at a finite value of ݇.  

We replace the constant of integration ܤ by a term which is a function of  ത݇ , 
the value of ݇ at which ݂ሺ݇ሻ reaches its maximum. The production function 

then reads: 

݂ሺ݇ሻ ൌ ܽ ቐ߰ത݇ ൬
݇
ത݇൰

ଵ
ట
െ ݇ቑ 

We also can replace ܽ by a term which depends on ܶ∗, the period of 
production at the point  ത݇ where ݂ሺ݇ሻ reaches its maximum. We then obtain 

݂ሺ݇ሻ ൌ
1

ܶ∗ሺ߰ െ 1ሻ
ቐ߰ത݇ ൬

݇
ത݇൰

ଵ
ట
െ ݇ቑ 

Case 2: 0 ൏ ߰ ൏ 1. In that case ݂´´ሺ݇ሻ ൏ 0 implies that both, ܤ and ܽ are 

negative. We may then write ݂ሺ݇ሻ ൌ തܽ݇ െ ത݇ܤ
భ
ഗ with  തܽ ൌ െܽ and ܤത ൌ െܤ 

Here we no longer have a Cobb‐Douglas function. Again,  ݂ሺ݇ሻ reaches a 
maximum at a finite value of ݇.  
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We replace the constant of integration ܤ by a term which is a function of  ത݇ , 
the value of ݇ at which ݂ሺ݇ሻ reaches its maximum. The production function 

then reads: 

݂ሺ݇ሻ ൌ ܽ ቐ݇ െ ߰ത݇ ൬
݇
ത݇൰

ଵ
ట
ቑ 

We also can replace ܽ by a term which depends on ܶ∗, the period of 
production at the point  ത݇ where ݂ሺ݇ሻ reaches its maximum. We then obtain 

݂ሺ݇ሻ ൌ
1

ܶ∗ሺ1 െ ߰ሻ
ቐ݇ െ ߰ത݇ ൬

݇
ത݇൰

ଵ
ట
ቑ 

For further reference below we observe that here we also can write  

݂ሺ݇ሻ ൌ
1

ܶ∗ሺ߰ െ 1ሻ
ቐ߰ത݇ ൬

݇
ത݇൰

ଵ
ట
െ ݇ቑ 

which is exactly the same function as in case 1. Only here the two components 

of the product are negative. Yet their product is positive.   

 

 

Case 3: ߰ ൌ 1. Here we have to integrate the differential equation in a 
different way. It is  

݀ܶ
ݎ݀

ൌ
߲ܶ
ݎ߲

൅
߲ܶ
ߠ߲

ൌ ሺ1 െ ߰ሻܶଶ ൌ 0 

Thus the period of production ܶ no longer depends on ݎ. It is a constant across 
different steady states. For our exercise we then can treat it as a constant 

parameter. We remember that ܶ is defined by  

ܶ ൌ
݇
ݓ
ൌ

݇
݂ሺ݇ሻ െ ݂݇´ሺ݇ሻ

 

This yields the differential equation ݂´ሺ݇ሻ݇ ൌ ݂ሺ݇ሻ െ
௞

்
 

It can be integrated: ݂ሺ݇ሻ ൌ
஼

்
݇ െ

ଵ

்
݇	݈݊݇ ൅

௞

்
. Here ܥ is a constant of 

integration. Indeed differentiating this equation with respect to ݇ results in 
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݂´ሺ݇ሻ ൌ
ଵ

்
ቄܥ െ ݈݊݇ െ

௞

௞
൅ 1ቅ ൌ

ଵ

்
ሼܥ െ ݈݊݇ሽ  

Therefore ݂´ሺ݇ሻ݇ ൌ
ଵ

்
ሼ݇ܥ െ ݇	݈݊݇ሽ ൌ ݂ሺ݇ሻ െ

௞

்
 which is proof of a correct 

integration. We know that this production function reaches a maximum at a 

finite value of ݇, because the negative term rises faster with rising ݇ than the 
positive terms. Let  ത݇	be the value which maximizes ݂ሺ݇ሻ.	We then have 0 ൌ

݂´൫ത݇൯ ൌ
ଵ

்
൛ܥ െ ݈݊ത݇ൟ. Thus we can replace ܥ by ݈݊ ത݇.	Then our production 

function reads 

݂ሺ݇ሻ ൌ
݇
ܶ
൛݈݊ ത݇ െ ݈݊݇ ൅ 1ൟ ൌ

݇
ܶ
ሺ1 ൅ ݈݊

ത݇

݇
ሻ 

Net output ݂ሺ݇ሻ per period is inversely proportional to the period of 
production. We can change the unit period, say from months to years, or, for 

that matter, to the length of the period of production  ܶ. Then, obviously the 
period of production takes on the value of unity. Instead, using the calendar 

year as our unit period, we can write 

݂ܶሺ݇ሻ ൌ ݇൛1 ൅ ݈݊ത݇ െ ݈݊݇ൟ 

I now refer to one of the “Kaldor Facts”, see  Kaldor 1961 and, for example 

Jones 2016  . Empirically the capital output ratio has no trend. Apart from 

cyclical swings it basically is a constant through time. But the capital output 

ratio is almost the same as the ratio 
௞

௪
. Remember that ݓ is not only the wage 

rate, but all income except for the interest income on capital used in the 

production process. And the latter is a rather small proportion of national 

income. So the period of production ܶ ൌ
௞

௪
 basically behaves like the 

conventional capital output ratio. We then can rely on the empirical 

observation that ܶ basically is a constant through time. On the other hand 

there is a clear downward trend in the risk‐free real rate of interest. In our 

Solow model this means that 
௞

௞ത
 rises through time.  

These two empirical observations help us to calibrate the value of ߰, the 
coefficient of intertemporal substitution.  

We look at cases 1 (߰ ൐ 1) and 2 (0 ൏ ߰ ൏ 1) together. In both cases we have 
the production function  
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݂ሺ݇ሻ ൌ
1

ܶ∗ሺ߰ െ 1ሻ
ቐ߰ത݇ ൬

݇
ത݇൰

ଵ
ట
െ ݇ቑ 

It then follows from ݓ ൌ ݂ሺ݇ሻ െ ݂݇´ሺ݇ሻ that  

ܶ ൌ
݇
ݓ
ൌ ܶ∗ ൬

݇
ത݇൰

టିଵ
ట

 

Or, in logarithmic form, 

݈݊ܶ ൌ ݈݊ܶ∗ ൅
߰ െ 1
߰

ln	൬
݇
ത݇൰ 

Now, because of the near stationarity of ܶ through time, in view of substantial 

shifts of ቀ
௞

௞ത
ቁ through time we can infer that the expression 

టିଵ

ట
 must be quite 

small in absolute value. This amounts to the conclusion that ߰ must be close to 

unity.  

We then arrive at   

Theorem 8: Using the Solow model with a constant coefficient of intertemporal 

substitution ߰ the empirical secular facts imply that ߰ approximately equals  

unity.  

As long as we are satisfied with the Solow approximation of the real world we 

then can use Case 3 with ߰ ൌ 1 as a good approximation of reality. The 

production function then is  

݂ܶሺ݇ሻ ൌ ݇൛1 ൅ ݈݊ത݇ െ ݈݊݇ൟ 

Before we introduced the assumption of a constant  , we derived the equation 

	
݀ܶ
ݎ݀

ൌ
߲ܶ
ݎ߲

൅
߲ܶ
ߠ߲

ൌ ሺ1 െ ߰ሻܶଶ 

If it were the case that ߰ is substantially above unity everywhere then we do 
not need the assumption of a constant ߰	to derive a contradiction with the 
secular fact of a constant capital output ratio.  For then ݀ܶ/݀ݎ would be 
consistently negative. And this in conjunction with the secular downward trend 

of ݎ would have meant that ܶ	 shows a secular upward trend. Thus, even 
without the assumption of a constant ߰ we can be confident that ߰	cannot be 
much higher than unity for most values of ݇ ത݇⁄ . In an analogous way we also 
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can show that ߰  cannot be much lower than unity. I believe that this result 

should be of relevance for the estimation of the traditional elasticity of 

substitution between labor and capital.  

 Section 8. Calibrating the Coefficient of Intertemporal Substitution for the 

Consumption System 

A standard approach in modeling life‐cycle consumption and saving patterns is 

the assumption that life time utility ܷ of a person is an integral over a period 
utility function which itself depends on the per period consumption level in real 

(not nominal) terms. Thus one writes  

ܷ ൌ න ݐሻ൯݀ݐ൫ܿ̃ሺݑ

௔ା௕

଴

 

with ݐ ൌ 0 the beginning of adult life of the person; ܽ ൅ ܾ ൌ expected number 

of years of adult life; ܽ ൌ number of years in the labor force; ܾ ൌ expected 
number of years in retirement; ݑ	the period utility; ܿ̃ሺݐሻ = the level of 
consumption in terms of some appropriate commodity basket.   

In this standard model I ignore time preference or other time (age) dependent 

influences on the period utility function. I also ignore planning for bequests. 

Time preference tends to reduce the propensity to save, whereas the wish to 

provide for one´s children after one´s death raises the propensity to save. The 

net effect then is likely to be substantially smaller than each of these two 

influences with opposite effects on saving.  

Now I am interested in the time distribution of consumption for a given level of 

life utility ܷ as a function of the rate of interest. This will then lead us to the 
coefficient of intertemporal substitution ߛ. For this purpose I simplify the 

analysis by assuming that the person´s supply of labor remains unaffected by a 

change in the rate of interest and the corresponding change in the wage rate. 

Obviously, this simplification implies that I underestimate the coefficient of 

intertemporal substitution. 

I also assume that growth in this economy is only due to technical change. In 

other words: the population of the economy at large remains constant. It 

consists of overlapping generations, each of which has the same life utility 

function 
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We have a budget constraint: the present value of wages obtained by the 

consumer equals the present value of her/his consumption throughout adult 

life.  

ݐ݁݃݀ݑܾ ൌ ׬ ܿ̃ሺݐሻ݁ି௥௧
௔ା௕
଴ ෝݓ=ݐ݀ 	

ଵି௘ሺ೒షೝሻೌ

௥ି௚
 

 

Here ݃ is the rate of growth of the annual wage and ݓෝ  is the initial annual 
wage. A canonical formula for the period utility function uses the assumption 

of a constant relative risk aversion, denoted by ߤ. We then have 

ሻ൯ݐ൫ܿ̃ሺݑ ൌ
ܿ̃ଵିఓ

1 െ ߤ
, 0 ൏ ;ߤ ߤ ് 1 

or, for ߤ ൌ 1,  

ሻሻݐሺܿ̃ሺݑ ൌ ln	ሺܿ̃ሺݐሻሻ 

 

Assuming maximization of life‐time utility for a given budget, the intertemporal 

distribution of consumption then satisfies the condition that the marginal 

period utility of consumption is proportional to the present value of a 

monetary unit. Differentiation of ݑ with respect to ܿ̃ yields 

 ሺܿ̃)=ܿ̃ିఓ´ݑ

from which follows for the optimum consumption path 

ܿ̃ሺݐሻିఓ ൌ ܿ̃ሺ0ሻିఓ݁ି௥௧ ,or, which is the same, 

ܿ̃ሺݐሻ ൌ ܿ̃ሺ0ሻ݁
௥௧
ఓ  

Now we use the “naming convention” ߟሺݎሻ ൌ  which we used before. We ,ݎ

then can write 

ܿ̃ሺݐሻ ൌ ܿ̃ሺ0ሻ݁
ఎ௧
ఓ  

and thus  

݁ି௥௧ܿ̃ሺݐሻ ൌ ݁ି௥௧ܿ̃ሺ0ሻ݁
ఎ௧
ఓ  

We can get a better understanding of our approach, if we derive a formula for 

the partial derivative of ܼ with respect to ߟ. 



53 
 

We have, by definition 

ܼ ൌ 	
׬ ௧௖̂ሺ௧ሻ௘షೝ೟
ೌశ್
బ ௗ௧

׬ ௖̂ሺ௧ሻ௘షೝ೟
ೌశ್
బ ௗ௧

 െ
׬ ௧ఒ෡ሺ௧ሻ௘షೝ೟
ೌశ್
బ ௗ௧

׬ ఒ෡ሺ௧ሻ௘షೝ೟
ೌశ್
బ ௗ௧

 ൌ
௖̂ሺ଴ሻ ׬ ௧௘

ആ೟
ഋ ௘షೝ೟

ೌశ್
బ ௗ௧

௖̂ሺ଴ሻ ׬ ௘
ആ೟
ഋ ௘షೝ೟

ೌశ್
బ ௗ௧

െ
׬ ௧ఒ෡ሺ௧ሻ௘షೝ೟
ೌశ್
బ ௗ௧

׬ ఒ෡ሺ௧ሻ௘షೝ೟
ೌశ್
బ ௗ௧

 

or, which is the same, 

ܼ ൌ ܼ௖ െ ܼ௟  

with ܼ௖ the average time distance from zero of discounted period consumption 

and ܼ௟  the average time distance from zero of discounted period labor supply 

We differentiate this expression partially with respect to ߟ at the point ߟ ൌ  ݎ

߲ܼ
ߟ߲

ൌ
1
ߤ

൬׬ ଶ݁ݐ
ఎ௧
ఓ ݁ି௥௧

௔ା௕
଴ ൰ݐ݀ ൬׬ ݁

ఎ௧
ఓ ݁ି௥௧

௔ା௕
଴ ൰ݐ݀

൬׬ ݁
ఎ௧
ఓ ݁ି௥௧

௔ା௕
଴ ൰ݐ݀

ଶ െ
1
ߤ

൬׬ ݁ݐ
ఎ௧
ఓ ݁ି௥௧

௔ା௕
଴ ൰ݐ݀

ଶ

൬׬ ݁
ఎ௧
ఓ ݁ି௥௧

௔ା௕
଴ ൰ݐ݀

ଶ  

This expression can be written as  

߲ܼ
ߟ߲

ൌ
1
ߤ
 ሻሽݐሼܿ̂ሺ	݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ	

By   ܸܽ݁ܿ݊ܽ݅ݎ	ሼܿ̂ሺݐሻሽ I mean the second central moment of the distribution of 

the person´s consumption over the time axis. Its first moment is the time point 

of gravity of that consumption stream, which we earlier denoted by ܼ௖ and 
which is the first term in the definition of ܼ. 

By using these expressions for the flow of consumption in the budget equation 

we obtain for ߤ ് 1 and ݎ ് ݃ 

ݐ݁݃݀ݑܾ ൌ ܿ̃ሺ0ሻ
1 െ ݁

ሺ
ఎ
ఓି௥ሻሺ௔ା௕ሻ

ݎ െ
ߟ
ߤ

ൌ ෝݓ
1 െ ݁ሺ௚ି௥ሻ௔

ݎ െ ݃
 

By L’Hopital’s Rule we have for ݎ ൌ ݃ the equation 

ݐ݁݃݀ݑܾ ൌ ܿ̃ሺ0ሻ
1 െ ݁

ሺ
ఎ
ఓି௥ሻሺ௔ା௕ሻ

ݎ െ
ߟ
ߤ

ൌ  ෝܽݓ

For the case of ߤ ൌ 1 (the logarithmic utility function) and ݎ ൌ ݃ we get, again 
by L’Hopital’s Rule, upon partial differentiation with respect to ߟ at ߟ ൌ  ,ݎ
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ݐ݁݃݀ݑܾ ൌ න ݁ି௥௧ܿ̃ሺ0ሻ݁ఎ௧݀ݐ ൌ

௔ା௕

଴

1 െ ݁ሺఎି௥ሻሺ௔ା௕ሻ

ݎ െ ߟ
ܿ̃ሺ0ሻ ൌ 

െሺܽ ൅ ܾሻ݁ሺఎି௥ሻሺ௔ା௕ሻ

െ1
ܿ̃ሺ0ሻ ൌ ሺܽ ൅ ܾሻܿ̃ሺ0ሻ ൌ  ෝܽݓ

 

 

We should note that the assumption of a constant relative risk aversion ߤ 
implies that, for any ݐ the ratio ܿ̃ሺݐሻ ⁄ෝݓ 	remains unaffected by a change in the 

initial wage rate ݓෝ . Thus, also the waiting period ܼ does not depend on the 
value of ݓෝ . But, of course, it depends on the value of the rate of interest.   

Now I compute the coefficient of intertemporal substitution ߛ for this special 
household model. I specialize it further:  

First example: Here I assume that ߤ is equal to unity, and ݎ ൌ ݃. We then have 

the logarithmic utility function and a rate of interest at the rate of growth 

As derived above we then have the equation 

ܿ̃ሺ0ሻሺܽ ൅ ܾሻ ൌ  ෝܽݓ

This implies a waiting period ܼ ൌ
௕

ଶ
.  

Now we note that, after optimization by the consumer, any feasible marginal 

change ݀ܿ̂ሺݐሻ in the period consumption path must have the property 

න ݁ି௥௧݀ܿ̃ሺݐሻ

௔ା௕

଴

ݐ݀ ൌ 0 

In particular then 

න ݁ି௥௧
߲ܿ̃ሺݐሻ
ߟ߲

௔ା௕

଴

ݐ݀ ൌ 0 

In the special case of the logarithmic utility function we obtain from 

݁ି௥௧ܿ̃ሺݐሻ ൌ ݁ି௥௧ܿ̃ሺ0ሻ݁ఎ௧ 

that at ߟ ൌ  ݎ
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߲ܿ̃ሺ0ሻ
ߟ߲

ൌ െܿ̃ሺ0ሻ
׬ ݐ݀ݐ
௔ା௕
଴

׬ ݐ1݀
௔ା௕
଴

ൌ െܿ̃ሺ0ሻ
ሺܽ ൅ ܾሻଶ

2ሺܽ ൅ ܾሻ
ൌ െܿ̃ሺ0ሻ

ܽ ൅ ܾ
2

ൌ െܿ̃ሺ0ሻܼ௖ 

From this follows for ߟ ൌ ݎ ൌ ݃ and ߤ ൌ 1 

߲ܼ௖
ߟ߲

ൌ ሼ݁ି௥௧ܿ̃ሺ0ሻ݁ఎ௧ሽ݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ ൌ
ሺܽ ൅ ܾሻଶ

12
 

We then can compute ߛ, the coefficient of intertemporal substitution: 

ߛ ൌ െ
߲
1
ܼ
ߟ߲

ൌ െ
݀
1
ܼ

ܼ݀
߲ܼ௖
ߟ߲

ൌ
1
ܼଶ

ሺܽ ൅ ܾሻଶ

12
ൌ
ሺܽ ൅ ܾሻଶ

12
ܾ
4

ଶ ൌ
4
12

൬
ܽ ൅ ܾ
ܾ

൰
ଶ

 

As a reasonably realistic numerical example we assume that ܾ is half as large as 
ܽ. We then get the result 

ߛ ൌ
4
12

9 ൌ 3 

 

Second example: We assume relative risk aversion to be ߤ ൌ 2. In the empirical 

literature different point estimates of ߤ have been found. It appears that ߤ 
declines with rising income: risk aversion becomes weaker as wealth rises. But 

there seems to be agreement that ߤ is at least as high as unity. Further we 
assume ݎ ൌ ݃ ൌ 0. Above we already have derived   

	

ݐ݁݃݀ݑܾ ൌ ܿ̃ሺ0ሻ
1 െ ݁

ሺ
ఎ
ఓି௥ሻሺ௔ା௕ሻ

ݎ െ
ߟ
ߤ

ൌ  ෝܽݓ

which, for ݎ ൌ 0 and ߟ ് 0 reads 

ݐ݁݃݀ݑܾ ൌ ܿ̃ሺ0ሻ
1 െ ݁

ఎ
ఓሺ௔ା௕ሻ

െ
ߟ
ߤ

ൌ  ෝܽݓ

 

By L´´Hôpital´s Rule this means for ߟ ൌ ݎ ൌ 0 
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ݐ݁݃݀ݑܾ ൌ ܿ̃ሺ0ሻ
െሺܽ ൅ ܾሻ

1
ߤ

െ
1
ߤ

ൌ ܿ̃ሺ0ሻሺܽ ൅ ܾሻ ൌ  ෝܽݓ

We then have ܼ ൌ
ଵ

௕
 

Partial differentiation with respect to ߟ generates 

߲ܼ
ߟ߲

ൌ
1
ߤ
ሻሽݐሼܿ̃ሺ	݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ	 ൌ

1
ߤ

ሺܽ ൅ ܾሻଶ

12
 

For my calibration exercise I assume 2=ߤ. I again assume that ܽ, the number of 

years spent in the labor force is twice the number of pensioners´ years ܾ. We 

then obtain 

ߛ ൌ െ
߲
1
ܼ

ߟ߲
ൌ െ

݀
1
ܼ

ܼ݀
߲ܼ௖
ߟ߲

ൌ
1
ܼଶ

1
2

ሺܽ ൅ ܾሻଶ

12
ൌ 

1
2

ሺܽ ൅ ܾሻଶ

12
ܾ
4

ଶ ൌ
4
24

൬
ܽ ൅ ܾ
ܾ

൰
ଶ

ൌ
1
6
9 ൌ 1.5 

Conclusion. Empirically the average value of ߤ is between 1 and 2. From our 

two examples we may surmise that the coefficient of intertemporal 

substitution, ߛ, is between 1.5 and 3. But in our second example we assume an 

unrealistically low rate of growth ݃ of zero. And for ݎ ൌ ݃ ൐ 0 a risk aversion 
parameter of ߤ ൌ 2 would yield a value of ߛ below 1.5. This reduction may be 

compensated by a realistically somewhat smaller risk aversion parameter     

ߤ ൏ 2. Moreover, we have ignored that with life utility remaining the same, at 

a higher interest rate labor supply may change in the direction, which raises the 

coefficient of intertemporal substitution.  

So I believe that we do not overestimate ߛ when we put it equal to 1.5. 

We conclude that the CIS in the consumption system is likely to be higher than 

the CIS in the production system. This result also can be made plausible by 

reference to the high life expectation in modern times. As we noted earlier in 

Chapter 2, Section 5, we have the equation 

ܼ݀
ݎ݀

ൌ ሻሽݐሺߣሼ݁ି௥௧	݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ െ  ሻሽݐሺߛሼ݁ି௥௧	݁ܿ݊ܽ݅ݎܸܽ
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If the proportion of the two “Variances” remains the same this formula 

indicates that the “leverage” of the rate of interest on the time structure of 

consumption rises in proportion to the square of the standard deviation of 

consumption across the time axis. And the latter can be estimated to rise in 

proportion to the life expectation. Actually, the pension period is the main 

driver of the difference between the two variance terms. And it, so far, has 

risen more than in proportion to life expectation. So the high life expectation in 

the OECD world and beyond is responsible for the strong leverage of the rate of 

interest on the time structure of consumption.   

Section 9. Estimating the total proportionate loss of welfare due to a steady 

state rate of interest different from the rate of growth  

For our meta‐model we have a formula for the second degree Taylor 

approximation of welfare loss due to ݎ ് ݃. According to Theorem 7 the 

proportionate welfare loss is given by 

Ω ൌ
1
2
ሺ߰ܶଶ ൅ ݎଶሻሺܼߛ െ ݃ሻଶ 

Now, we have an estimate from section 7 of ߰ ൌ 1 and from section 8 of ߛ ൌ
1.5. Earlier, in Chapter 2, section 6 we have used the following values for the 
period of production ܶ, at ݎ ൌ ݃; and for the waiting period ܼ at ݎ ൌ ݃. There 
we assumed ܶ ൌ ܼ and ݏݎܽ݁ݕ	5 ൌ  We assumed that the natural .ݏݎܽ݁ݕ	10

rate of interest, ߩ, was five percentage points below the rate of growth.  

Using these values the proportionate loss in welfare can be assessed: 

Ω ൌ
1
2
ሺ1ݏ݁݉݅ݐ	25 ൅ 100ሻሺ5%ሻଶ	ݏ݁݉݅ݐ	1.5 ൌ

1
2
0.0025	ݏ݁݉݅ݐ175 ൌ 21.875% 

Using these numbers the steady state without public debt has a standard of life 

which is roughly 22 % below the standard of life at a public debt period ܦ ൌ
ܼ െ ܶ ൌ  For, using Theorem 3, at that public debt period, we have a .ݏݎܽ݁ݕ	5

rate of interest ݎ ൌ ݃, which corresponds to the Golden Rule steady state.  

It so happens that this value for Ω almost exactly equals the proportionate 

welfare loss, which we obtained in Chapter 2, Section 6, by the assumption that 

the envelope period of production and the envelope waiting period are 

constant across different steady state rates of interest.  

Obviously, the welfare loss there is linear in terms of the difference ݃ െ ߷, 
whereas the second degree Taylor approximation Ω is quadratic in terms of the 

difference ݃ െ  So it must be seen as a coincidence that the “realistic” values .ߩ
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for ݃, ,ߩ ߰, ,ߛ ܶ	ܽ݊݀	ܼ lead to the same result in the linear and in the quadratic 

case.  

What is perhaps of some interest is the fact that the welfare loss derived from 

the production system is substantially smaller than the welfare loss derived 

from the consumption system. The latter is at least four times larger than the 

former, using our numerical example. The Phelps‐Weizsäcker Golden Rule is 

less important than the Samuelson “Golden Rule”. Note that the opposite 

would be true, if the natural rate of interest were above the rate of growth. For 

then ܼ would be smaller than ܶ at ݎ ൌ ݃.  

Using any specific model of the economy, one can of course assess, how good 

the Taylor approximation of the welfare loss is, if compared with the “true” 

model. Here we do not go into the details, as this would require a lot of effort, 

time and space. Just, as an appetizer, I provide two results for the comparison 

of the “true” model with the corresponding Taylor approximation. First I use 

the model for the production sector described in Section 7. Next I use the 

logarithmic utility function, discussed in Section 8.  

The following table gives the results for the production model of Section 7. 

Given the period of production  ܶ ൌ  ,we provide the welfare loss ,ݏݎܽ݁ݕ	5
using the model of Section 7 for   ݃ െ ݎ ൌ 1%, 2%, 3%, 4% and 5%. And we 

compare this with the Taylor approximation, using the same coefficient of 

intertemporal substitution ߰ ൌ 1, as in the “true” model.  

Table 1 Welfare loss in the production sector due to ݎ ് ݃ 

Table Welfare Loss Welfare Loss Error of TA 

 "True Model"
Taylor apr. 
(TA) 

% of true 
Loss 

g-r= 1% 0,1292% 0,1250% -3,29%
g-r= 2% 0,5346% 0,5000% -6,48%
g-r= 3% 1,2441% 1,1250% -9,57%
g-r= 4% 2,2878% 2,0000% -12,58%
g-r= 5% 3,6981% 3,1250% -15,50%

 

As is well known, a Taylor approximation of any finite degree is more accurate 

for small deviations than for larger ones. Up to an interest rate deviation of 25 

% per period of production, ሺ݃ െ  ሻܶ, the error is tolerable. I believe, evenݎ
after decades of empirical macro‐economic research, economists are not so 

sure about the “true welfare” loss due to a risk‐free rate of interest that 

deviates from the steady state rate of growth.  
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In this particular case the “true” welfare loss turns out to be larger than its  

second degree Taylor approximation, derived from the “meta‐model”. At this 

time I do not know how general this result is, but it reappears in the second 

example: the logarithmic utility function.  

For this example I use the logarithmic utility function ሺߤ ൌ 1ሻ and the same 

assumptions as in Section 8: the waiting period ܼ at ݎ ൌ ݃ is 10	ݏݎܽ݁ݕ. And the 
ratio between the life span with earned wages, ܽ, and the pension life span, ܾ, 

is equal to 2, so that 
௕ା௔

௕
ൌ 3. The result is contained in the following table 

 

Table 2 welfare loss in the consumption sector due to ݎ ് ݃ 

Table 
Welfare 
loss Welfare loss Error of TA 

 
"True 
Model" 

Taylor appr 
(TA) 

% of true 
loss 

   
g-r= 1% 1,5068% 1,5000% -0,4489%
g-r= 2% 6,1089% 6,0000% -1,7831%
g-r= 3% 14,0574% 13,5000% -3,9653%
g-r= 4% 25,7884% 24,0000% -6,9351%
g-r= 5% 41,9520% 37,5000% -10,6121%

 

In this case the TA error is somewhat smaller percentagewise than in the 

example from the production system. But the welfare loss of the “true model” 

is substantially larger than in the example from the production system. A 

deviation of the annual interest rate from the annual growth rate of five 

percentage points leads to a loss in welfare of more than 40 %. This, I believe, is 

mainly because the waiting period ܼ is twice the period of production. In terms 

of the rate of interest for the pertinent periods ܶ or ܼ the deviation in the 
production system amounts to ܶሺ݃ െ  ሻ, which is 25 %, because the period ofݎ
production is five years. In terms of the rate of interest for the waiting period 

the deviation amounts to ܼሺ݃ െ  ሻ which is 50 %, because the waiting period isݎ
ten years. In the Taylor approximation the pertinent periods ܶ and ܼ enter with 
their square, so that 50 % deviation has the fourfold effect of the 25 % 

deviation. Given that the second degree Taylor approximation is not so bad, 

this is indicative for the observation that the Samuelson Golden Rule is so much 

more important than the Phelps‐Weizsäcker Golden Rule.  
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Chapter 4 Capitalized Rents 

Future Ricardian land rents can be capitalized. At any given moment of time 

they are then a further wealth item of personal wealth beyond the produced 

capital goods tied down in the production process ሺݒሺݎ;  ሻሻ and public debtߠ
ሺܦݓሻ. Other rents can also be capitalized: monopoly rents, reputation rents in 

the form of customer loyalty etc.  

Let ݍሺݎ;  ሻ be the rent income per worker, so that we can writeߠ

ݕ ൌ ;ݎሺݔ ሻߠ ൅ ;ݎሺݒݎ ሻߠ ൅ ;ݎሺݍ  ሻߠ

Here ݔሺݎ;  ሻ is the “rest of income”, after deduction of the risk free return onߠ

capital and of rent income. It contains wages, includingthe return on human 

capital, which we do not subsume under rent income or ݒሺݎ;  ሻ, becauseߠ
human capital is not part of the capital market. The variable ݔሺݎ;  ሻ alsoߠ
contains what economics calls “imputed wages” of self‐employed persons. The 

variable ݔሺݎ;  ሻ contains all income, which, by its intrinsic nature, or by customߠ

or by law, cannot be capitalized on the capital market. We maintain the 

definition of ݓሺݎ; ሻߠ ൌ ݕ െ ;ݎሺݒݎ ሻߠ ൌ ;ݎሺݔ ሻߠ ൅ ;ݎሺݍ  ሻߠ

We now consider the capitalized value of future rent income. Let ߱ ൌ
௤

௪
 be the 

share of rent income in ݓሺݎ; ;ݎሺݓܮ ሻ. Letߠ  ሻ be the market value ofߠ

capitalized rents. The variable ܮ obviously has the dimension “time”. We 

decompose ܮ into two components: ܮ ൌ ݈߱ሺݎ;  ሻ. Since ߱ is dimension‐freeߠ

the variable ݈ሺݎ;   .”ሻ again has the dimension “timeߠ

Private wealth ݒො per worker then is 

ොݒ ൌ ;ݎሺݒ ሻߠ ൅ ;ݎሺݓ ;ݎሻሺ݈߱ሺߠ ሻߠ ൅  ሻܦ

The variable ݈ሺݎ;  ሻ is a kind of “reliability” indicator of future rent income. It isߠ

a macro‐economic average of quite distinct reliability indicators. Rent income 

from patent licenses ends with the expiration of the patent. Rent income from 

some piece of land may change upwards or downwards, depending on the 

particular circumstances surrounding this piece of land. Rent income from a 

particular urban piece of land, used for dwellings rented out to dwellers, may 

have a high reliability at large, but changes in the law concerning rent control 

may shift the land rent from the owner to the dwellers. The risk of law changes 

at the expense of landowners has a negative impact on the value of the 

“reliability indicator”.  
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The Golden Rule of Accumulation remains valid even with the presence of rent 

income. As before, we can write down the equation  

ܿሺߠሻ ൅ ;ݎሺݒ݃ ሻߠ ൌ ;ݎሺݓ ሻߠ ൅ ;ݎሺݒݎ  ሻߠ

Partial differentiation with respect to ߠ yields 

݀ܿ
ߠ݀

൅ ݃
ݒ߲
ߠ߲

ൌ
ݓ߲
ߠ߲

൅ ݎ
ݒ߲
ߠ߲

 

Let ߠ∗ be the value of  ߠ, which maximizes consumption within the set ݄ܶ݁ܽݐ.  

Thus, at ߠ∗ we have 
ௗ௖

ௗఏ
ൌ 0. Assuming, as in Chapter 2, that ݎ is an unbiased 

price signal (Assumption 4 in Chapter 2) we obtain at ߠሺݎሻ ൌ  the equation ,ݎ
డ௪

డఏ
ൌ 0. Hence, at ߠ∗ we have the equation 

0 ൅ ݃
డ௩

డఏ
ൌ 0 ൅ ݎ

డ௩

డఏ
ൌ 0 ൅ ∗ߠ

డ௩

డఏ
  

By Assumption 5 in Chapter 2 („law of demand) we have the inequality 
డ௩

డఏ
൏ 0. 

It follows 

∗ߠ ൌ ݃ 

There exists the theoretical possibility that capitalized rents prevent that 

Assumption 1 is fulfilled: that the set ݄ܶ݁ܽݐ does not contain the value of the 
rate of growth ݃, because for any ݎ ∈ ݎ the inequality ܽݐ݄݁ܶ ൐ ݃	holds; see for 
example Homburg 1991. Here, in this paper we do not discuss this case further, 

because we consider it unrealistic.  

As above, in Chapters 2 and 3, we can define the “waiting period” by means of 

the equation  

߲ܷ
ݎ߲

ൌ
߲ܷ
ෝݓ߲

ෝݓܼ  

Also, Theorem 2 remains unaffected by the introduction of capitalized rents, 

because steady state consumption compatible with a given level of life utility ܷ 
obtains its minimum at the rate of interest ݎ ൌ ݃ (Samuelson Golden Rule).  

Now, we look at private wealth for the case ݎ ൌ ݃. 

;ො൫݃ݒ ሺ݃ሻ൯ߟ ൌ ;ሺ݃ݒ ሺ݃ሻሻߠ ൅ ;ሺ݃ݓ ܦሺ݃ሻሻሾߠ ൅ ݈߱ሺ݃;  ሺ݃ሻሿߠ

But we know from Chapter 2 that ݒ൫݃; ሺ݃ሻ൯ߠ ൌ ;൫݃ݓ  Thus, we get	ሺ݃ሻ൯ܶ.ߠ

;ො൫݃ݒ ሺ݃ሻ൯ߟ ൌ ;ሺ݃ݓ ሻሾܶߠ ൅ ܦ ൅ ݈߱ሿ 
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On the other hand, because of Theorem 2 and because of      ݓෝ൫݃; ሺ݃ሻ൯ߟ ൌ
;ሺ݃ݓ  ሺ݃ሻሻ we haveߠ

0=
ௗ௎

ௗ௪ෝ
ൌ

డ௎

డ௪ෝ

డ௪ෝ

డ௥
൅

డ௎

డ௥
ൌ

డ௎

డ௪ෝ
ሾെܶݓ െ ܦ െ ݈߱ ൅ ܼሿ 

This means  

ܶ ൅ ݈߱	 ൌ ܼ െ     ;ܦ

We may call this equation the extended fundamental equation of steady state 

capital theory. Moreover we can write 

;ො൫݃ݒ ሺ݃ሻ൯ߟ ൌ ;൫݃ݓ ሺ݃ሻ൯ܼߠ ൌ ܿሺ݃ሻܼ 

For given values of the waiting period ܼ and the period of production ܶ the 
public debt period ܦ and ݈߱ are “perfect substitutes”. Government policy can 

influence both variables. As an example: compared with its absence a forceful 

anti‐trust policy may reduce rent share ߱ in “other income”. If government 

wants to maintain ݎ ൌ ݃ it may then want to raise the government debt period 

   .ܦ

Chapter 5. Two Case Studies on Technical Progress 

Section 1 Embodied Technical Progress 

In Solow et al 1966 we develop a model of embodied technical progress, i.e. a 

model of “vintage capital”. Labor and machines produce output. Machines 

have a “vintage” which is the moment of time when they have been made. A 

machine of vintage ߬ requires ݁ି௚ఛ labor years to produce one unit of output 
per year. The exogenously given parameter ݃ is the rate of technical progress.  
I choose the time unit “year” so as make the “annual” output of a machine 

equal to unity, i.e. equal to the building cost of the machine. If the output of 

the machine per calendar year is equal to ݍ then our artificial “year” equals 
 calendar years. This choice of the unit period has the advantage that we ݍ/1
only have to deal with a single exogenous parameter, namely the rate of 

technical progress ݃.  For ease of presentation I assume that the available labor 

force of the economy, ܮ, is constant through time. But, the results also 

generalize to a labor force that grows or shrinks exponentially.  

In my present exercise, I only look at steady states. In the original 1966 paper 

we also investigated deviations from the steady state. We showed that the 

equilibrium real rate of interest ݎሺݐሻ  was an unbiased price signal of the social 
rate of intertemporal substitution of consumption at different moments of 
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time. Therefore, the model a fortiori has the property of an unbiased price 

signal on the production side (UBPS1) which we introduced in Chapter 2 of this 

paper. It is straightforward to show that our 1966 vintage model also satisfies 

Assumptions 1, 2, and 3 of the meta‐model described in Chapter 2 above. 

In my present exercise I do not investigate the consumption/saving behavior of 

households. For my purposes it is then allright simply to assume that the 

coefficient of intertemporal substitution on the consumption side is equal to 

zero. Thus ߛ ൌ 0. We then can apply Theorem 1 above to show that the Golden 

Rule applies for the comparison of different steady states.  

Moreover, applying the meta‐model of the present paper, the vintage model of 

this section implies the following formula for the second order Taylor 

approximation. Let ܿ be steady state consumption per unit of labor. Then the 

second order Taylor approximation is   

ܿሺݎሻ ൎ ܿሺ݃ሻሺ1 െ ߰ܶଶሺݎ െ ݃ሻଶሻ 

Here, as in the meta‐model, ܶ is the period of production, evaluated at the 
Golden Rule Steady state.  

On the other hand, we can find the second order Taylor approximation of 

consumption per head by direct computation in the Solow et al 1966 paper. 

The comparison of both ways to arrive at a result, which must be identical, 

enables us to compute the value of the coefficient of intertemporal 

substitution ߰ in this specific model.  

The economy in this model has an exogenously given steady state rate of 

growth equal to ݃ ൐ 0, the rate of technical progress. At time ݐ a given 
machine of vintage ߬ ൑  ሻ݁ି௚ఛ. Inݐሺݓ has an output of unity and labor costs of ݐ
a steady state the wage rate grows at the rate of technical progress. So we can 

write  

ሻݐሺݓ ൌ  ሺ0ሻ݁௚௧ݓ

Thus, the wage bill of the vintage ߬ machine at time ݐ equals 

݈݈ܾ݅	݁݃ܽݓ ൌ ሻ݁ି௚ఛݐሺݓ ൌ  ሺ0ሻ݁௚ሺ௧ିఛሻݓ

In the long run the wage bill for a machine of vintage ߬ would be higher than 
unity – and it would run with an operating loss. At the time the wage bill 

reaches unity the machine will be scrapped. We then can compute the “quasi‐

rent” of a machine of vintage ߬ ൌ 0. Let ܽ be the age of machine of vintage ߬ ൌ
0 at which its wage bill reaches unity. Thus, ܽ is defined by the equation  
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1 ൌ ሺ0ሻ݁௚௔ or, which is the same: 0ݓ ൌ ln൫ݓሺ0ሻ൯ ൅ ݃ܽ 

Let ݍሺݐ; ߬ሻ be the quasirent a machine of vintage ߬ receives at time ݐ. We then 

have 

;ݐሺݍ ߬ሻ ൌ 1 െ ߬ ሺ0ሻ݁௚ሺ௧ିఛሻ forݓ ൑ ݐ ൑ ߬ ൅ ܽ 

;ݐሺݍ ߬ሻ ൌ 0 otherwise 

In market equilibrium, the sum of the present values of the quasirents at time ߬ 
must be equal to the investment cost of the machine, i.e. it must be equal to 

unity. We thus have 

1 ൌ න ݁ି௥ሺ௧ିఛሻ
ఛା௔

ఛ

;ݐሺݍ ߬ሻ݀ݐ ൌ න ݁ି௥௧
௔

଴
;ݐሺݍ 0ሻ݀ݐ 

Hence for ݎ ് 0 and ݎ ് ݃ 

1 ൌ
1 െ ݁ି௥௔

ݎ
െ ሺ0ሻݓ

1 െ ݁ିሺ௥ି௚ሻ௔

ݎ െ ݃
 

 

For ݎ ൌ ݃ L´Hopital´s rule yields 

1 ൌ
1 െ ݁ି௚௔

݃
െ ሺ0ሻܽݓ ൌ

1 െ ݁ି௚௔

݃
െ ܽ݁ି௚௔ ൌ

1
݃
െ ݁ି௚௔ ൜

1
݃
൅ ܽൠ 

I now compute the Golden Rule value of the rate of interest ݎ. Consumption 

per head, ܿ,	 is the difference between gross output per head and gross 
investment per head. Thus, we have 

ܿ ൌ
1
ܽ
න ݁௚ఛ
଴

ି௔
݀߬ െ

1
ܽ
ൌ
1
ܽ
൜
1 െ ݁ି௚௔

݃
െ 1ൠ 

Putting the first derivative of ܿ with respect to ܽ equal to zero implies 

݀ܿ
݀ܽ

ൌ
െ1
ܽଶ

൜
1 െ ݁ି௚௔

݃
െ 1ൠ ൅

1
ܽ
݁ି௚௔ ൌ 0 

which implies 1 ൌ
ଵ

௚
െ ݁ି௚௔ ቄ

ଵ

௚
൅ ܽቅ which is the equilibrium condition for a 

rate of interest equal to the rate of growth. That´s the Golden Rule. 

Now we can compute the second order Taylor approximation for consumption 

per head around the maximum point, as a function of the rate of interest. 
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Consumption per head is a function of ܽ, the life span of the machines. But ܽ is 
a function of the steady state rate of interest.  

We thus can compute the first derivative of ܿ with respect to the rate of 
interest ݎ.  

We obtain 
ௗ௖

ௗ௥
ൌ

ௗ௖

ௗ௔

ௗ௔

ௗ௥
. The second derivative then is 

 

݀ଶܿ
ଶݎ݀

ൌ
݀ଶܿ
݀ܽଶ

݀ܽ
ݎ݀

൅
݀ܿ
݀ܽ

݀ଶܽ
ଶݎ݀

 

For the computation of the second order Taylor approximation, we only need 

the second derivative at the point ݎ ൌ ݃. And here 
ௗ௖

ௗ௥
ൌ 0 and therefore     

ௗ௖

ௗ௔
ൌ 0, because we always have 

ௗ௔

ௗ௥
൐ 0. We then only have to compute 

ௗమ௖

ௗ௔మ
ௗ௔

ௗ௥
.  

We have 

݀ଶܿ
݀ܽଶ

ൌ
݃ܽଶሼെ݃݁ି௚௔ሺ1 ൅ ݃ܽሻ ൅ ݃݁ି௚௔ሽ െ 2݃ܽሼ݊ݎ݋ݐܽݎ݁݉ݑ	݂݋	 ݀ܿ ݀ܽ⁄ ሽ

݃ଶܽସ
 

 

But at ݎ ൌ ݃ the numerator of the first derivative is zero, so that here it boils 

down to 

݀ଶܿ
݀ܽଶ

ൌ
െ݃݁ି௚௔ሺ1 ൅ ݃ܽሻ ൅ ݃݁ି௚௔

݃ܽଶ
ൌ െ

݃
ܽ
݁ି௚௔ ൏ 0 

 

We now compute 
ௗ௔

ௗ௥
.	We know that 

ௗ௪

ௗ௔
ൌ െ݃݁ି௚௔ ൌ െ݃ݓ. On the other hand 

we also know from the meta‐model that 
ௗ௪

ௗ௥
ൌ െܶݓ where ܶ is the period of 

production in our economy 

So we obtain 

݀ܽ
ݎ݀

ൌ
݀ܽ
ݓ݀

ݓ݀
ݎ݀

ൌ ൬െ
1
ݓ݃

൰ ሺെܶݓሻ ൌ
ܶ
݃
 

This leads to the formula at ݎ ൌ ݃ 

݀ଶܿ
ଶݎ݀

ൌ
݀ଶܿ
݀ܽଶ

݀ܽ
ݎ݀

ൌ
െ݃ݓ
ܽ

ܶ
݃
ൌ െ

ܶݓ
ܽ
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Taking account of the equation ݓ ൌ ܿሺ݃ሻ we then obtain for the second order 
Taylor approximation around ݎ ൌ ݃ 

ܿሺݎሻ ൎ ܿሺ݃ሻ ൅
1
2
݀ଶܿ
ଶݎ݀

ሺݎ െ ݃ሻଶ ൌ ܿሺ݃ሻ െ
1
2
ܶݓ
ܽ
ሺݎ െ ݃ሻଶ

ൌ ܿሺ݃ሻ ൜1 െ
1
2
ܶ
ܽ
ሺݎ െ ݃ሻଶൠ 

Comparing this formula with the corresponding formula of the meta‐model 

ܿሺݎሻ ൎ ܿሺ݃ሻሺ1 െ
1
2
߰ܶଶሺݎ െ ݃ሻଶሻ 

 

implies 

்

௔
ൌ ߰ܶଶ or ߰ ൌ

ଵ

௔்
 

We should note that ߰ is dimension free. How does this square with the 

present formula? It does, because in our special set‐up we chose the unit 

period so that per period gross output per machine is equal to unity. Thus both, 

ܽ and ܶ are ratios between two time periods and thus are dimension free. If, 

instead we had chosen the calendar year as our unit period the numerator in 

the expression for ߰ would not be unity but rather the square of the time 

period needed for a machine to produce gross output equal to its own cost of 

production.   

A numerical evaluation of	 ߰ for realistic values of the rate of technical progress 
implies that it is between 0.3  and  0.4. 

The 1966 vintage model did not contain substitution between labor input and 

machines of a given vintage. Obviously, if one would add such substitution the 

resulting coefficient of intertemporal substitution would be larger than in the 

model discussed here. For a vintage model with such substitution see 

Sheshinski 1969.  

From the equation 

ௗ௖

ௗ௔
ൌ

ିଵ

௔మ
ቄ
ଵି௘ష೒ೌ

௚
െ 1ቅ ൅

ଵ

௔
݁ି௚௔=െ

ଵ

௚௔మ
ሼ1 െ ݃ െ ݁ି௚௔ሺ1 ൅ ܽ݃ሻሽ 
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we see that  ሼ1 െ ݃ െ ݁ି௚௔ሺ1 ൅ ܽ݃ሻሽ is a monotonically decreasing function of 

a rising value of ܽ. We know already that this expression is zero at ݎ ൌ ݃. Thus, 

together with 
ௗ௔

ௗ௥
൐ 0 we get the result that 

݀ܿ
ݎ݀

ሺ݃ െ ሻݎ ൌ
݀ܿ
ߠ݀

ሺ݃ െ ሻߠ ൒ 0 

Therefore, we can apply the “Almost Converse of Theorem 1” of our meta‐

model to conclude for the 1966 vintage model 

ଵ

௖ሺఏሻ

ௗ௖

ௗఏ
൒

ଵ

௩ሺ௥;ఏሻ

డ௩ሺ௥;ఏሻ

డఏ
, 

which is our “law of demand” for a steady state economy (Assumption 5). 

 

In Chapter 2, Section 8, above I show the basic duality relation of steady state 

capital theory: for any given technique ߠ the wage‐interest curve is the same as 

the consumption‐growth tradeoff curve applicable with the same technique. 

From this follows, for example, the insight that stimulating growth, beneficial 

as it may be, is not necessarily a method to get out of the conundrum of the 

negative equilibrium rate of interest. If the consumption‐growth tradeoff curve 

is convex (which corresponds to the “neoclassical” Wicksell effect) then, for a 

given rate of interest (and hence a given technique) a higher growth rate 

means that the economy needs less capital.  

We can apply this insight to the vintage model discussed in this section. It is 

easy to show that the consumption‐growth tradeoff curve for a given 

technique is convex in this model. Here a given technique means a given life 

span ܽ of the machines. So I return to the original version of the steady state 

consumption  

ܿ ൌ
1
ܽ
න ݁௚ఛ
଴

ି௔
݀߬ െ

1
ܽ
 

Keeping ܽ constant I differentiate with respect to ݃. We have 

݀ܿ
݀݃

ൌ
1
ܽ
න ߬݁௚ఛ
଴

ି௔
݀߬ ൏ 0 

Differentiating again yields 

݀ଶܿ
݀݃ଶ

ൌ
1
ܽ
න ߬ଶ݁௚ఛ݀߬
଴

ି௔
൐ 0 
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Thus, we have shown that the consumption‐growth tradeoff curve for a given 

technique is convex. This means that for a constant rate of interest a policy, 

which stimulates growth, reduces the demand for capital in the production 

sector. Note that the result does not depend on our assumption of fixed 

coefficients: Even if substitution between labor and capital for machines with a 

given vintage were possible, the same result would obtain, because, keeping 

the rate of interest fixed means that there is no substitution. 

Due to the duality relation of steady state capital theory it then appears that 

vintage models generally have the property of a “neoclassical Wicksell effect”.  

 

Section 2 A Model of Induced Technical Progress  

In this section I present a simple macro‐model of “learning by doing”, cf. Arrow 

(1962). Consider an economy in which we stipulate existence of a variable ܳ, 
which we call “cumulative knowledge”. It obeys the following growth law 

ௗொ

ௗ௧
ൌ ߙ ,ܥߙ ൐ 0 

Here ܥ is the value of total consumption in this economy. As in the pioneering 

Arrow paper of 1962, it is induced technical progress.  

As in the case of Harrod‐neutral technical progress we have a concept of labor 

inputs in the form of “labor‐efficiency units”. Let ܣ be the availability of labor in 
efficiency units: It is the product of physical labor	ܮ and their productivity 
factor, which we assume to be ݁ఉ௧ܳఓ with ߚ ൐ 0 and 0 ൑ ߤ ൏ 1. In a formula 

ܣ ൌ  ఉ௧ܳఓ݁ܮ

Output ܻ in this economy then is 

ܻ ൌ ሺ݇ሻ݂ܣ ൌ  ఉ௧ܳఓ݂ሺ݇ሻ݁ܮ

Here ݂ሺ݇ሻ is a Solow production function per efficiency unit of labor; and ݇ is 
“capital intensity” per labor efficiency unit. The total capital stock then is  

ܭ ൌ ݇ܣ ൌ  ఉ௧ܳఓ݇݁ܮ	

 Now we can show that there are different steady states with different 

marginal productivities of capital ݂´ሺ݇ሻ, but with the same rate of growth ݃. 
Provided that ܮ remains constant through time, this rate of growth is this 

݃ ൌ
ߚ

1 െ ߤ
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The level of cumulative knowledge in a steady state is given by 

ܳ ൌ ߙ
1 െ ߤ
ߚ

ܥ ൌ
ߙ
݃
 ܥ

In addition, consumption ܥ is of course ܥ ൌ ܻ െ  ܭ݃

Indeed, if we use these equations we find: ݇ is constant through time; and thus 

marginal productivity of capital 
ௗ௙

ௗ௞
 is constant through time. All macro‐ 

economic variables, except ܮ grow at the same rate ݃ ൌ
ఉ

ଵିఓ
. 

We have 

ܣ݀
ݐ݀

1
ܣ
ൌ ߚ ൅ ߤ

݀ܳ
ݐ݀

1
ܳ
ൌ ߚ ൅ ߤ

ߚ
1 െ ߤ

ൌ
ߚ

1 െ ߤ
 

ܻ݀
ݐ݀

1
ܻ
ൌ
ܣ݀
ݐ݀

1
ܣ
ൌ

ߚ
1 െ ߤ

 

ܭ݀
ݐ݀

1
݇
ൌ
ܣ݀
ݐ݀

1
ܣ
ൌ

ߚ
1 െ ߤ

 

ܥ݀
ݐ݀

1
ܥ
ൌ
ܻ݀
ݐ݀

1
ܻ
ൌ

ߚ
1 െ ߤ

 

݀ܳ
ݐ݀

1
ܳ
ൌ
ܥߙ
ܳ

ൌ
ܥߙ

ߙ
1 െ ߤ
ߚ ܥ

ൌ
ߚ

1 െ ߤ
 

It is a consistent system of equations. The steady state rate of growth is 

connected with the rate of exogenous technical progress ߚ by a “multiplier” 
ଵ

ଵିఓ
. Its value rises with the parameter ߤ, which stands for the power of 

endogenous technical progress, i.e. with the power of learning by doing. Like in 

Arrows 1962 paper, we observe macro‐economic economies of scale. This can 

be seen by differentiating ܻ with respect to ܮ  

߲ܻ
ܮ߲

ܮ
ܻ
ൌ 1 

But ܻ	 also rises with rising ܭ and rising ܳ, so that for 

ௗ௅

௅
ൌ

ௗ௄

௄
ൌ

ௗொ

ொ
>0 and ݂´ሺ݇ሻ ൒ 0 

we get  
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ܻ݀
ܻ
ൌ
ܮ݀
ܮ
൅
݂´ሺ݇ሻ
݇

1
ܣ
ܭ݀
ܭ
൅ ߤ

݀ܳ
ܳ

൐
ܮ݀
ܮ
ൌ
ܭ݀
ܭ

ൌ
݀ܳ
ܳ

 

The percentage addition of output ܻ is greater than the proportional 
percentage addition of its inputs. This is a case of economies of scale. It also 

implies that the input remunerations cannot all equal their marginal social 

product.  

If we stick to Assumption 4 of our meta‐model (UBPS1), we have ݎ ൌ ݂´ሺ݇ሻ. 
This means that the other inputs, in particular labor, receive less than their 

marginal social product. Here we then may have inefficiencies, which pervade 

all the steady states. Below in Chapter 7 we deal with situations where 

Assumption 4 does not hold.  

Chapter 6. Intertemporal Change of the Waiting Period and the Period of 

Production  

Section 1. The Generalized Theorem 2 – That Life Utility is Maximized at the 

Rate of Interest Equal to the Rate of Growth 

Our steady state analysis in Chapters 2, 3, 4 and 5 rested on the Assumptions 2 

and 7 that, for a given rate of interest, the steady state exhibited a stationary 

waiting period ܼ and a stationary period of production ܶ. In this Chapter, we 
analyze secular trends in these two periods. The most evident (and most 

important) case is the secular rise in the waiting period. It is due to the secular 

rise in material wealth and in life expectancy. Here, in this paper, we do not 

investigate the empirical side of these secular trends. We simply take them as 

given.  

Let us look at the provision for the time as pensioner. In the simple example of 

a work life of ܽ years and an expected pensioner life of ܾ years and a constant 
stream of consumption over these ܽ ൅ ܾ years and a constant stream of wage 

income over the work life, a zero interest rate yields a waiting period ܼ ൌ
௕

ଶ
. If  

life expectancy rises and expected pensioner life time ܾ rises from one age 

cohort to the next one we expect a secular upward trend of ܼ. Even if with 
rising life expectancy the working period and the pensioner period grow in 

tandem it would still be the case that there is a secular upward trend of the 

waiting period ܼ ൌ
௕

ଶ
.	 

In the production system, it is not so clear what we have to expect for the 

capital‐output ratio at a given rate of interest. A feeling is widespread that 
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digitization and, in particular, artificial intelligence will eliminate many jobs 

without a sufficient number of replacement jobs. For the economist this sounds 

like a labor‐saving bias in future technical progress. On the other hand, there 

are predictions that digitization and, in particular, artificial intelligence are 

likely to lead to a more intensive use of capital equipment: ease of car sharing 

as an example, or Airbnb. For the economist this sounds like capital‐saving 

technical progress. At this time, we may be unable to predict the future bias in 

technical progress. Nevertheless, it is useful to find out, which policy would be 

an appropriate answer to trend biases in technical progress.   

I look at a rate of interest equal to the rate of growth: ݎ ൌ ݃. I assume that the 

“benevolent dictator” wants to maintain that rate of interest. We know that 

then in equilibrium ݒො ൌ ෝܼݓ ൌ ෝሺܶݓ ൅   grows with	ሻ. Now I assume that ܼܦ
time. Let 

ܼ݀ሺ݃; ሺߟ ഥܷሺ݃ሻ; ݃ሻ
ݐ݀

ൌ  ଶߝ

For the moment I assume that ܶሺ݃;  ሺ݃ሻሻ remains constant through time. Toߠ

maintain equilibrium at ݎ ൌ ݃, hence ܼ ൌ ܶ ൅  we therefore need to grow ,ܦ
the public debt period by 

ሺ݃ሻܦ݀
ݐ݀

ൌ  ଶߝ

For a given primary surplus ሺݎ െ ݃ሻܦ government debt rises then by       

ܦෝ݃ݓ ൅   ଶ which impliesߝݓ
ௗ஽

ௗ௧
ൌ  rises at the rate ݃.Thus, the	ෝݓ ଶ, becauseߝ

“tax” on consumers is ݓෝሺሺݎ െ ݃ሻܦ െ ଶߝݓ ൌ െߝݓଶ. This then implies for ݎ ൌ ݃ 
the equation 

ෝݓ ൌ ݓ ൅ ଶߝݓ ൌ ሺ1ݓ ൅  ଶሻߝ

On the other hand, the consumption sector wants to save beyond maintaining 

the “waiting period”. Indeed these additional savings amount to wߝଶ. Thus, the 
consumption level of the consumption sector remains unaffected by the desire 

to raise ݒො	 ‐ provided the government accommodates this desire by incurring a 

corresponding rise in its government debt period, so that the equilibrium rate 

of interest remains stable through time.  

Similarly, we carry through the government debt answer to changes in the 

period of production. Assume that with a constant rate of interest ݎ ൌ ݃ the 
period of production changes through time, so that  
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݀ܶሺ݃; ሺ݃ሻሻߠ
ݐ݀

ൌ  ଵߝ

In order to maintain the equilibrium condition ܼ ൌ ܶ ൅  the rate of change of ܦ
the public debt period needs to be 

ܦ݀
ݐ݀

ൌ െߝଵ ൅  ଶߝ

Our welfare analysis of Chapter 2, Section 4 (Theorem 2) remains valid. This 

then is what we call 

Theorem 2‐ generalized: In a comparison between different steady states, each 

with a rate of interest remaining constant through time, life‐time utility ܷ is 
highest with a rate of interest equal to the rate of growth of the economic 

system, even if structural parameters ܶ and ܼ are not necessarily constant 
through time.  

Sketch of Proof: The basic idea is that in case of a government debt policy, 

which stabilizes the rate of interest the additional (positive or negative) net 

debt growth beyond maintaining the public debt period exactly corresponds to 

the additional (positive or negative) desire of consumers to save beyond 

maintaining the actual ratio between private wealth to “wage” income. 

Therefore, actual consumption by private persons is the same as in the case of 

 ො remaining constant through time. A rising  “waiting period” ܼ is equivalentݒ/ෝݓ
to a rising level of wealth ݒො, accomplished by a corresponding higher savings 

rate, which is “financed” by the lower tax on consumers, because the 

government raises its debt level above the one that stabilizes the debt period ܦ 
– so as to thereby maintain the equilibrium rate of interest ݎ=g.  

And a rising (or falling) period of production is equivalent to a rising (or falling) 

amount of capital per worker, ݒ. Consumers want to compensate this for given 

ܼ and given ݒො by a correspondingly lower (or higher) amount of government 

debt bonds in their wealth portfolio.  The government provides for this change 

in demand for government debt by its accommodating supply of government 

debt bonds. Thereby demand and supply of government debt remain in 

equilibrium at the stable rate of interest ݎ ൌ ݃. And consumption is not 

affected by the changes in ܼ and/or ܶ. 

Using the same basic idea for any steady state rate of interest ݎ ∈ ܴ we also 
can show that, by means of an accommodating government debt policy, 

changes through time of the corresponding levels of ݒො (and corresponding 
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waiting period ܼ) and of the corresponding level of ݒ (and corresponding 
production period ܶሻ does not affect demand and supply of consumption 

goods.  

We then can apply the proof for Theorem 2, because steady state consumption 

of all steady states with ݎ ∈ ܴ is not affected, if government debt policy 

accommodates these changes through time of ݒො and ݒ .  

 “QED”. 

Section 2. Waiting Period ܼ Depending on Life Utility 

In the Generalized Theorem 2 of the preceding Section 1 I assumed that the 

rates of change of the waiting period ܼ and of the period of production ܶ are 
exogenously given. Yet, life expectancy is a function of the material standard of 

living. We can see in the demographic statistics that the average life 

expectancy of a national population rises with national income per head. 

Therefore, we can assume that the waiting period ܼ depends on the level of life 
utility ܷ for any given moment of calendar time. This may be a problem for our 

Assumption 8: 
డ௖̅

డఎ

ଵ

௖̅
൏

డ௩ത

డఎ

ଵ

௩ത
  (“law of demand”), which we used to derive 

Theorem 2. Yet we can show that Theorem 2 still holds. With Assumption 8 we 

showed that for ݎ െ ݃ ൏ 0 required ܿ̅ሺݎ; ഥܷሻ declined, as ݎ marginally rose. 

From this followed that 
ௗ௎ഥ

ௗ௥
൐ 0. But then with 

ௗ௓

ௗ௎ഥ
൐ 0 Assumption 8 holds a 

fortiori.  

With Assumption 8 we showed that for ݎ െ ݃ ൐ 0 required ܿ̅ሺݎ; ഥܷሻ rose, as ݎ 

marginally rose. From this followed that 
ௗ௎ഥ

ௗ௥
൏ 0. If  ഥܷ	has a positive influence on 

ܼ, and therefore on 
డ௩ത

డఎ

ଵ

௩ത
, then  

ௗ௎ഥ

ௗ௥
൏ 0 may destroy the inequality of 

Assumption 8. But this is not a problem for Theorem 2, because  
ௗ௎ഥ

ௗ௥
൏ 0 for   

ݎ ൐ ݃ is exactly what Theorem 2 proposes.  

So we claim Theorem 2, even when life expectancy is pushed upwards by a 

higher life utility.  

Theorem 2‐ generalized: In a comparison between different steady states, each 

with a rate of interest remaining constant through time, life‐time utility ܷ is 
highest with a rate of interest equal to the rate of growth of the economic 

system. This remains true even if structural parameters ܶ and ܼ are not 
necessarily constant through time; and it even remains true when life 

expectancy is pushed up by an enhanced life utility.   
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Section 3. Stabilizing the Rate of Interest and Stabilizing Employment.  

In Sections 1 and 2 of this Chapter, we have shown that public debt can serve 

as a stabilizer of the rate of interest ݎ, if the parameters of the underlying 

economic models change over time. This is a stabilizing role of public debt, 

which is different from the Keynesian fiscal policy idea, which is supposed to 

stabilize employment and to dampen the business cycle. I call it the Interest‐

Rate‐Stabilization. However, these two stabilizing roles of public debt support 

each other. Keynesian fiscal policy can step in, if due to a higher saving 

propensity aggregate demand dampens. Keynesian fiscal policy, and indeed, 

the automatic fiscal stabilizer contribute to the stabilization of the rate of 

interest.  

On the other hand, interest rate stabilization helps to keep away the rate of 

interest from the zero lower bound, and therefore makes it easier for monetary 

policy to perform its part in finding the right middle between preventing 

unemployment and preventing inflation.  

 

Chapter 7. The Rate of Interest as a Biased Price Signal  

Section 1. Biased Price Signal in the Production System  

In this Chapter, I discuss an example for a bias in the rate of interest. My 

general approach then also enables me to investigate the consequences of 

such biases. I assume that the steady state rate of interest underestimates the 

social rate of return on postponing consumption by some exogenously given 

constant parameter ߚ ൐ 0. Thus, the production system operates as if the rate 

of interest were higher by ߚ than the actual rate of interest. The way I 
formalize this idea is to assume that the technique in use at a rate of interest ݎ 
is ߠሺݎ ൅  ሻ, i.e. the technique, which would be used under UBPS1 with a rateߚ
of interest ݎ ൅   .ߚ

It is useful to think of an economy with constant returns to scale on the macro‐

economic level. If UBPS1 would prevail the marginal product of capital would 

be equal to the steady state rate of interest  . Because of the constant returns 

to scale assumption the “wage rate” ݓ൫ݎ; ሻ൯ݎሺߠ ൌ ݕ െ ;ݎሺݒݎ  ሻሻ would beݎሺߠ
the price signal of the collective marginal product of “all other factors of 

production, except capital”.  
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Now, with the bias ߚ ൐ 0 the rate of interest is below the marginal product of 

capital, which in this case is ݔ ൌ ݎ ൅  Therefore, under constant returns to  .ߚ
scale the “wage rate” overestimates the marginal product of “all other factors 

of production, except capital”. Now we redefine ݓ by means of the following 

equation 

;ݎ൫ݓ ݎሺߠ ൅ ሻ൯ߚ ൌ ݕ െ ሺݎ ൅ ;ݎሺݒሻߚ ݎሺߠ ൅  ሻሻߚ

This definition of ݓ no longer represents the income of the other factors of 

production; rather, it represents their marginal product, if we assume constant 

macro‐economic returns to scale.  

The definition of the price signal bias ߚ implies the following 

Assumption 4‐Beta. For any ݎ ∈ ܴ we have the inequality 

;ݎሺݓ ݎሺߠ ൅ ሻሻߚ ൒ ;ݎሺݓ ߠ ሻ forߠ ∈  ܽݐ݄݁ܶ

Using the naming convention ߠሺݎ ൅ ሻߚ ൌ ݎ ൅  we then obtain ߚ

;ݎሺݓ߲ ݎሺߠ ൅ ሻሻߚ
ߠ߲

ൌ 0 

Now we derive the Generalized Golden Rule of Accumulation. Assume, there is 

some ߠ∗ ∈  ሻ across allߠwhich maximizes steady state consumption ܿሺ , ܽݐ݄݁ܶ
ߠ ∈   .ܽݐ݄݁ܶ

We have in general 

;ݎ൫ݓ ݎሺߠ ൅ ሻ൯ߚ ൌ ܿ൫ߠሺݎ ൅ ሻ൯ߚ ൅ ;ݎ൫ݒ݃ ݎሺߠ ൅ ሻ൯ߚ െ ሺݎ ൅ ;ݎሺݒሻߚ ;ݎሺߠ ݎ ൅  ሻሻߚ

Partial differentiation of this equation with respect to ߠ results in the equation 

0 ൌ
ݓ߲
ߠ߲

ൌ
݀ܿ
ߠ݀

൅ ݃
ݒ߲
ߠ߲

െ ሺݎ ൅ ሻߚ
ݒ߲
ߠ߲

 

Because of  
ௗ௖

ௗఏ
ൌ 0 at ߠ ൌ  and assuming ∗ߠ

డ௩

డఏ
് 0 we get the result 

ݎ ൌ ݃ െ ݎሺ∗ߠ and ߚ ൅ ሻߚ ൌ ݃ 

The optimal rate of interest for the production system is the rate of growth 

minus the bias parameter ߚ. In other words: if the marginal productivity of 

capital exceeds the rate of interest, and because the steady state welfare 

maximizing marginal productivity of capital equals the growth rate the welfare 

maximizing rate of interest is below the rate of growth.  
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Partial differentiation of ݓሺݎ; ݎሺߠ ൅  constant ߠ keeping	,ݎ ሻሻ with respect toߚ

yields the equation 
డ௪

డ௥
ൌ െܶݓ. Here ܶ ൐ 0 has the dimension “time”. Assume 

one can describe the steady state economy as a set of overlapping fully 

vertically integrated hypothetical firms. Then ܶ can be seen as the period of 
production where labor inputs and consumption good outputs get weights 

according to their “present values” which are calculated not by use the actual 

rate of interest, but by use of the “notional” rate of interest, which signifies the 

marginal productivity of capital.  

Using this concept of the period of production ܶ we then can partially 
differentiate the equation for ݓ  with respect to ݎ, keeping ߠ constant 

െܶݓ ൌ
ݓ߲
ݎ߲

ൌ 	݃
ݒ߲
ݎ߲

െ ሺݎ ൅ ሻߚ
ݒ߲
ݎ߲

െ  ݒ

For the optimal value of ݎ ൌ ݃ െ ݒ we then obtain the equation ߚ ൌ  .ܶݓ

So the Böhm‐Bawerk equation for the capital requirement of the production 

system survives even after we have allowed for a rate of interest, which 

possibly is a biased price signal of the marginal productivity of capital. 

However, we have to compute the present values of labor inputs and 

consumption good outputs by means of the “shadow price” of capital, i.e. by 

means of the marginal productivity of capital. And, as before, the Böhm‐

Bawerk equation only applies for the Golden Rule rate of interest.  

Section 2. Compromise between the Two “Optimal” Interest Rates in the 

Production System and in the Consumption System 

However, this is not the whole story of the optimal steady state rate of 

interest. We also have to consider the consumption sector. Here the 

Samuelson Golden Rule applies. As discussed above in Chapter 2, if the rate of 

interest is an unbiased price signal in the production system and in the 

consumption system, the optimal steady state rate of interest equals the rate 

of growth. If there is a bias in the production price signal then the two optima 

in the two systems “production” and “consumption” diverge. For the purpose 

of optimization, we then have to find an optimal compromise between the two 

sector optima.    

In the following exercise, I assume that the risk free rate of interest is an 

unbiased price signal for the consumption sector, i.e. I assume that Assumption 

6 applies (UBPS2). However, we take account of the possibility of a price signal 

bias ߚ in the production sector. As I have shown in Chapter 3, for our meta‐
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model the coefficient of intertemporal substitution allows a second degree 

Taylor approximation of the losses due to a deviation of the rate of interest 

from its optimal value. In the following, I use this approach to come to an 

estimate of the optimal compromise between the production sector optimum 

and the consumption sector optimum.  

I first compute the welfare loss in the production sector, due to a deviation of ݎ 
from its optimal value ݃ െ  Let Λଵ be the symbol for this loss. By the Taylor .ߚ

approximation we get 

Λଵ ൌ
1
2
ܿሺ݃ െ ;ߚ ݎሺ݃ሻሻ߰ܶଶሺߠ ൅ ߚ െ ݃ሻଶ 

Next I compute the welfare loss in the consumption sector, due to a deviation 

of ݎ from its optimal value ݃. Let Λଶ be the symbol for this loss. By the Taylor 

approximation we get 

Λଶ ൌ
1
2
ܿሺ݃; ሺ݃ߠ ൅ ݎଶሺܼߛሻሻߚ െ ݃ሻଶ 

Note that the loss Λଶ depends on a different consumption level than the one 

for the loss Λଵ. But both consumption levels at the respective optima are 

determined by the production system. We then can apply the Taylor 

approximation for the production system again, in order to obtain the 

difference between the two consumption levels. We get the following  

ܿ൫݃; ሺ݃ߠ ൅ ሻ൯ߚ ൌ ܿ൫݃ െ ;ߚ ሺ݃ሻ൯ߠ ൜1 െ
1
2
߰ܶଶሺ݃ ൅ ߚ െ ݃ሻଶൠ

ൌ 	ܿ൫݃ െ ;ߚ ሺ݃ሻ൯ߠ ൜1 െ
1
2
߰ܶଶߚଶൠ 

The equation for  Λଶ then reads 

Λଶ ൌ 	ܿ൫݃ െ ;ߚ ሺ݃ሻ൯ߠ ൜1 െ
1
2
߰ܶଶߚଶൠ

1
2
ݎଶሺܼߛ െ ݃ሻଶ 

Let the total loss then be denoted by Λ ൌ Λଵ ൅ Λଶ. We have 

Λ ൌ 	ܿ൫݃ െ ;ߚ ሺ݃ሻ൯ߠ ൤
1
2
߰ܶଶሺݎ ൅ ߚ െ ݃ሻଶ ൅ ൜1 െ

1
2
߰ܶଶߚଶൠ

1
2
ݎଶሺܼߛ െ ݃ሻଶ൨ 

We differentiate this expression with respect to ݎ and put the derivative equal 
to zero 
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݀Λ
ݎ݀

ൌ 	ܿ൫݃ െ ;ߚ ሺ݃ሻ൯ߠ ൤
1
2
߰ܶଶ2ሺݎ ൅ ߚ െ ݃ሻ ൅ ൜1 െ

1
2
߰ܶଶߚଶൠ

1
2
ݎଶ2ሺܼߛ െ ݃ሻ൨

ൌ 0 

For the loss minimum we then obtain 

߰ܶଶሺݎ ൅ ߚ െ ݃ሻ ൅ ൜1 െ
1
2
߰ܶଶߚଶൠ ݎଶሺܼߛ െ ݃ሻ ൌ 0 

We note that for realistic values of ܶߚ and ߰ the value of ቄ
ଵ

ଶ
߰ܶଶߚଶቅ is quite 

small. For ܶ ൌ ߰ ,ݏݎܽ݁ݕ	5 ൌ 1, and ߚ ൌ .݌	2% ܽ. its value is 1/200ൌ 0.5%. 

Ignoring the term 
ଵ

ଶ
߰ܶଶߚଶ we get the equation 

߰ܶଶሺݎ ൅ ߚ െ ݃ሻ ൅ ݎଶሺܼߛ െ ݃ሻ ൌ 0 

i.e. we have for the optimal compromise ݎ∗	between the two sectoral optima 

the equation  

∗ݎ ൌ
߰ܶଶ

߰ܶଶ ൅ ଶܼߛ
ሺ݃ െ ሻߚ ൅

ଶܼߛ

߰ܶଶ ൅ ଶܼߛ
݃ 

By means of this simplified equation we get the result that the optimal 

compromise ݎ∗ is the weighted average of the two sectoral optima where the 

weights are the shares of the two sectors in the second degree Taylor 

approximation Ω ൌ
ଵ

ଶ
ሺ߰ܶଶ ൅ ݎଶሻሺܼߛ െ ݃ሻଶ, which we derived in the case of 

UBPS1 plus UBPS2. This was Theorem 7 discussed in Chapter 3.  

If we do take account of the term  ቄ
ଵ

ଶ
߰ܶଶߚଶቅ the weight of the optimum of the 

production sector, ݃ െ  rises slightly, and the weight of the optimum of the ,ߚ

consumption sector, ݃, declines slightly.  

In Chapter 3, Sections 7 to 9 I have developed a numerical example, which is 

reasonably realistic. There I used the following numbers  ߰ ൌ 1, ߛ ൌ 1.5, ܶ ൌ
,ݏݎܽ݁ݕ	5 ܼ ൌ  derived above we 	∗ݎ Using the simplified equation for .ݏݎܽ݁ݕ	10
find that the weight of the consumption sector is six‐fold larger than the weight 

of the production sector. Thus in this example we obtain 

∗ݎ ൌ
1
7
ሺ݃ െ ሻߚ ൅

6
7
݃ 

If the bias ߚ equals 2% p.a. then the optimal rate of interest would not be more 

than 30 basis points below the rate of growth of the system. (Even, if we take 

account of the term  ቄ
ଵ

ଶ
߰ܶଶߚଶቅ).  
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Chapter 8. Secular Changes in the Real Rate of Growth 

In this Chapter, I take explicit account of the fact that we live in a multi‐

commodity world. At the same time, I allow for secular changes in the 

underlying real rate of growth. Indeed, the mathematical model only takes 

explicit account of the latter. I explain the reason. 

The meta‐model is characterized by the different Assumptions, which I have 

discussed above. It is a model with a nominal rate of growth and a nominal rate 

of interest. However, we are of course interested in the real rate of growth and 

the real rate of interest. If the underlying real rate of growth changes through 

time we want to change the rate of growth of the meta‐model, so that its 

nominal rate of growth is compatible with price stability. As I mentioned earlier 

the well‐known index problem makes it impossible to unequivocally define a 

rate of growth of the standard of living over a long period of time. But by 

periodically revising the standard commodity basket we can get reasonably 

good approximations of the rate of inflation over a period of several years; and 

thus we get a reasonably good approximation of the real rate of growth in 

terms of the actually consumed commodity basket.  

The reason for the need to update the standard commodity basket from time 

to time is the structural change of demand for the different consumption 

goods. New goods enter the basket; some of the goods from the past disappear 

from the basket. Substitution and income effects due to changing relative 

prices and due to changes in the standard of living change the standard basket. 

These changes may also have an impact on the rate of growth. In addition, the 

average rate of technical progress may change through time.  

If the (nominal) rate of growth is supposed to mirror the real rate of growth 

then we want to know what impact a secular change in the macro‐economic 

real rate of growth has on the optimal rate of interest. In the following model, I 

investigate this question.  

For this purpose, I again use the Solow production function. Assuming constant 

macro‐economic returns to scale I can write down the value added per worker 

as a function of the capital intensity.  

As in earlier Chapters let ݂ሺ݇ሻ be value added per full time worker as a function 

of capital intensity ݇. In case of a constant “natural rate of growth” ݃	steady 
state consumption per worker is  

ܿሺ݇ሻ ൌ ݂ሺ݇ሻ െ ݃݇ 
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Its maximum is achieved at a rate of interest ݎ ൌ ݂´ሺ݇ሻ equal to the rate of 
growth (Golden Rule of Accumulation). Now I introduce a secular rate of 

change ݔ of the natural rate of growth. We may think, for example, of a decline 

of ݃ within a century of two percentage point, say, from 4 % p.a. to 2 % p.a.. 

This would mean a value of ݔ of minus two basis points per year. 

I now ask the following question: compare different “quasi‐steady states” each 

of which is characterized by a difference ݎ െ ݃, which remains constant 

through time. Which is then the rate of interest of today that maximizes steady 

state consumption. Now, that the rate of growth changes through time, in the 

given steady state also the rate of interest changes through time by the same 

amount as the rate of growth. However, keeping up the assumption that the 

rate of interest is a correct price signal ݎ ൌ ݂´ሺ݇ሻ this also implies a change of ݇ 
through time. Let  ሶ݇  be this rate of change. We then have a new equation for 

the steady state rate of consumption 

ܿሺ݇ሻ ൌ ݂ሺ݇ሻ െ ݃݇ െ ሶ݇  

As, by assumption, the rate of interest changes through time by 

ݎ݀
ݐ݀

ൌ  ݔ

we obtain 

ݔ ൌ
ݎ݀
ݐ݀

ൌ
݂݀´ሺ݇ሻ
ݐ݀

ൌ
݂݀´ሺ݇ሻ
݀݇

݀݇
ݐ݀

ൌ ݂´´ሺ݇ሻ ሶ݇  

or which is the same 

ሶ݇ ൌ
ݔ

݂´´ሺ݇ሻ
 

 The consumption equation then reads 

ܿሺ݇ሻ ൌ ݂ሺ݇ሻ െ ݃݇ െ
ݔ

݂´´ሺ݇ሻ
 

I differentiate this expression with respect to ݇ and put this differential equal 
to zero 

0 ൌ ܿ´ሺ݇ሻ ൌ ݂´ሺ݇ሻ െ ݃ ൅
ݔ

ሾ݂´´ሺ݇ሻሿଶ
݂´´´ሺ݇ሻ 
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To get some intuition about this formula assume that ݂ሺ݇ሻ conforms to a 

constant coefficient of intertemporal substitution ߰. From the definition of ߰ 
we get for the Solow production function  

߰ ൌ
߲
1
ܶൗ

ߠ߲
ൌ
߲
1
ܶൗ

߲݇
݀݇
ݎ݀

ൌ െ
݂ሺ݇ሻ െ ݂݇´ሺ݇ሻ

݇ଶ݂´´ሺ݇ሻ
ൌ െ

1
݂ܶ݇´´ሺ݇ሻ

 

This implies 

ܿሺ݇ሻ ൌ ݂ሺ݇ሻ െ ሾ݃ െ  ሿ݇߰ܶݔ

In Chapter 3, Section 7 I have derived from the “Kaldor fact” of a capital‐output 

ratio without secular trend that a constant ߰ must be close to unity. And then 

ܶ is a constant across different interest rates. So ߰ܶݔ is a constant across 
different interest rates. The maximum condition for ܿሺ݇ሻ then is the following 

0 ൌ
݀ܿ
݀݇

ൌ ݂´ሺ݇ሻ െ ሾ݃ െ  ሿ߰ܶݔ

or, which is the same 

ݎ െ ݃=െ߰ܶݔ ൎ െܶݔ 

For a realistic numerical evaluation let ܶ ൌ                                               and let ݏݎܽ݁ݕ5

ݔ ൌ െ2ܾܽݏ݅ݏ	ݏݐ݊݅݋݌ ൌ െ
ଶ%	௣.௔.

ଵ଴଴
. It would mean that within a century the 

annual natural rate of growth declines by two percentage points. We then 

obtain for the optimal rate of interest 

ݎ ൌ ݃ ൅ .݌	0.10% ܽ. 

As in the case of the preceding Chapter 7, one has to find the optimal 

compromise between the sector‐optimal rate of the consumption system ݎ ൌ
݃ and the sector‐optimal rate of the production system ݎ ൌ ݃ ൅ .݌	0.10% ܽ.	
Using again the approximation formula 

∗ݎ ൌ
߰ܶଶ

߰ܶଶ ൅ ଶܼߛ
ሺ݃ ൅ .݌	0.10% ܽ. ሻ ൅

ଶܼߛ

߰ܶଶ ൅ ଶܼߛ
݃ 

and, using the same weights as in the preceding Chapter leads to 

∗ݎ ൌ
1
7
ሺ݃ ൅ 0.10%ሻ ൅

6
7
݃ ൌ ݃ ൅ 0.014% 

The optimal steady state rate of interest exceeds the current rate of growth by 

1.4 basis points.  
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Chapter 9. Conclusion 

Here are some salient points of this paper. Assume that for demographic and 

other reasons the Savings Glut is here to stay: we do need “new theory” in 

macroeconomics. 1. Studying the steady state may be a useful tool for 

developing such “new theory”. The constraints imposed by the condition of a 

steady state provide some structure. Such structure allows us to obtain results 

in a “meta model”. The “meta‐model” is defined by a set of assumptions, like, 

for example, the assumption that the rate of interest is a correct price signal in 

the context of intertemporal choice. However, many specific models fit into the 

meta‐model. 2. We can derive certain theorems, like the Golden Rule of 

Accumulation, like the Böhm‐Bawerk equation, like the fundamental equation 

of steady state capital theory ܶ ൌ ܼ െ   .ܦ

3. We are interested to investigate the negative natural rate of interest. 

Therefore, we develop an alternative concept of intertemporal substitution, 

which can cope with negative real rates of interest. We show how our 

proposed parameters of intertemporal substitution ߰ for the production 
system (and the period pf production), and ߛ for the consumption system (and 

for the “waiting period”) can be used. 4. As an example we provide an 

approximation for the welfare losses coming from non‐optimal rates of 

interest. 5. Here, the particularly interesting point is the importance of the 

Samuelson Golden Rule relative to the Phelps‐Weizsäcker Golden Rule of 

Accumulation. 6. Another interesting point is the derivation of ߰ ൎ 1 for the 
Solow model by means of the fact that the capital output ratio has no secular 

trend.  

7. Finally we show by means of a few examples how one can find insights for 

secular deviations from the steady state and 8. for the case that the rate of 

interest is a biased price signal for the marginal productivity of capital.  

 

 

Annex Assumptions and Theorems 
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Assumption	1:	 		The	set	R	is	a	connected	subset	of	the	set	of	real	numbers. 
The exogenously given growth rate ݃ is contained in ܴ.   

Assumption 2: For any given steady state rate of interest ݎ net investment 

;ݎሺܫ ሻߠ ൌ ;ݎሺݒ݃  ሻߠ

Assumption 3:  For ݎ ∈ ܴ and for ߳ߠT݄݁ܽݐ	the values 	ݓሺݎ; ;ݎሺݒ ሻ andߠ  ሻ areߠ
continuously differentiable functions of ݎ and ߠ. Addendum to Assumption 3: 

the variables ݓഥሺݎ; ;ݎሺߟ ഥܷሻሻ and ̅ݒሺݎ; ;ݎሺߟ ഥܷሻሻ to be defined in Section 2 also are 
continuously differentiable functions of their arguments. 

Assumption 4: (Unbiased price signal r, part 1): For each ݎ ∈ ܴ the following 
inequality holds  

;ݎ൫ݓ ሻ൯ݎሺߠ ൒ ;ݎሺݓ ߠ	݈݈ܽ	ݎ݋݂	ሻߠ ∈  ܽݐ݄݁ܶ

Assumption 4‐Beta: There exists a real number ߚ such that for each ݎ ∈ ܴ the 
following inequality holds                                                                          

;ݎሺݓ ݎሺߠ ൅ ሻሻߚ ൒ ;ݎሺݓ ߠ	݈݈ܽ	ݎ݋݂ ሻߠ ∈  ܽݐ݄݁ܶ

Assumption 5: “Law of demand”. At any steady state rate of interest, ܴ߳ݎ a 
marginal rise in the rate of interest induces a change in the production system 

such that the capital‐output ratio declines. 

Or in a formula: 

Assumption 5:    

1
ܿሺߠሻ

݀ܿ
ߠ݀

൐
1

;ݎሺݒ ሻߠ
;ݎሺݒ߲ ሻߠ
ߠ߲

 

 

Assumption 6: (Assumption of unbiased price signal r, part 2 (UBPS2)), Let 

ሻߟሺܷ	ݐ݄ܽݐ	݄ܿݑݏ	ߟ	݂݋	ݐ݁ݏ	݄݁ݐ	ܾ݁	ሻሻߟሺܷሺ̅	ܽݐܧ ൐ ܷሺ̅ߟሻ	. Then 

;ݎഥሺݓ ሻ	ߟ̅ ൏ ;ݎഥሺݓ ߟ	݈݈ܽ	ݎ݋݂		ሻߟ ∈  ሻሻ	ߟሺ̅	ሺܷܽݐܧ

 

Assumption 7: The level of savings compatible with maintaining the prevailing 

steady state rate of interest equals ݃ݒොሺݎ;   ሻሻݎሺߟ	

Assumption 8: 
డ௖̅

డఎ

ଵ

௖̅
൏

డ௩ത

డఎ

ଵ

௩ത
 

Assumption 9:  
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The partial derivative 
డ்ሺ௥;ఏሻ

డ௥
 is positive. The partial derivative  

డ௓ሺ௥;ఏሻ

డ௥
 is negative 

Theorem 1: “Generalized Golden Rule of Accumulation”: Under Assumptions 1 

to 5 the following holds: Within the set ܴ steady state consumption obtains its 

maximum at a rate of interest ݎ ൌ ݃. Moreover, for ݎ ൏ ݃ a marginal rise of 

the rate of interest raises steady state consumption; for ݎ ൐ ݃ a marginal rise 

of the rate of interest reduces steady state consumption. 

Theorem 1 Almost Converse:  Assume Assumptions 1,2,3, and 4. If, within the 

set ܴ steady state consumption obtains its maximum at a rate of interest ݎ ൌ
݃; If moreover, for ݎ ൏ ݃ a marginal rise of the rate of interest raises steady 

state consumption; if moreover for ݎ ൐ ݃ a marginal rise of the rate of interest 

reduces steady state consumption then  

1
ܿሺߠሻ

݀ܿ
ߠ݀

൒
1

;ݎሺݒ ሻߠ
;ݎሺݒ߲ ሻߠ
ߠ߲

 

 

Theorem 2 (Golden Rule of Life Utility): Under Assumptions 1‐8, comparing 

different steady states, life utility of the representative consumer is maximized 

at the steady state which exhibits a rate of interest equal to the rate of growth. 

Theorem 2‐ generalized: In a comparison between different steady states, each 

with a rate of interest remaining constant through time, life‐time utility ܷ is 
highest with a rate of interest equal to the rate of growth of the economic 

system, even if structural parameters ܶ and ܼ are not necessarily constant 
through time.  

Theorem 3: At ݎ ൌ ݃ we have ܼ െ ܶ െ ܦ ൌ 0  

Theorem 4: With Assumptions 1‐8 there is at most one steady state rate of 

interest, which is compatible with a zero public debt period ܦ. If ߩ is that 
steady state rate of interest then ܦሺݎሻ ൐ 0 for ݎ ൐ ሻݎሺܦ and ߩ ൏ 0 for ݎ ൏  .ߩ

Theorem 5: Assumption: the steady state economy can be seen as a collection 

of overlapping hypothetical fully vertically integrated firms with the result that 

;ݎሺݓ  ሻ is not influenced by the growth rate of the system. Then the basicߠ

duality relation of steady state capital theory holds: for any given technique ߠ 
the wage‐interest curve is the same as the consumption‐growth tradeoff curve 

applicable for the same technique.  
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Theorem 6A (Law of intertemporal Substitution, Part 1): Under Assumptions 

1,2,3 and 4 the following holds: Keeping the weighting system ݎ the same, a 

small rise in the value of ߠ reduces the period of production: in a formula: 

            ଶܶሺݎ; ሻሻݎሺߠ ൑ 0                                       

Theorem 6B: (Law of intertemporal Substitution, Part 2):  Under Assumptions 

1,3,6,and 7 the following holds:  Keeping the weighting system ݎ the same and 

keeping life time utility the same, a small rise in the value of ߟ raises the value 
of the waiting period: in a formula: 

           ܼଶሺݎ; ሻሻݎሺߟ ൒ 0                                       

Theorem 7A: The second order Taylor approximation of the proportional real 

income loss relative to the optimum on the production side is ߰ܶଶሺݎ െ ݃ሻଶ/2, 
with ߰ the coefficient of intertemporal substitution in the production system 

and ܶ	the “period of production”, both at the optimum. 

Theorem 7B: The second order Taylor approximation of the proportional real 

income loss relative to the optimum on the consumption side is               

ݎଶሺܼߛ െ ݃ሻଶ/2, with ߛ	the coefficient of intertemporal substitution in the 

consumption system and ܼ	the “waiting period”, both at the optimum. 

Theorem 7: The total proportionate loss of welfare Ω due to a steady state rate 
of interest different from the rate of growth ,	is estimated by a second order 

Taylor approximation to be 

Ω ൌ
1
2
ሺ߰ܶଶ ൅ ݎଶሻሺܼߛ െ ݃ሻଶ 

Theorem 8: Using the Solow model with a constant coefficient of intertemporal 

substitution ߰ the empirical secular facts imply that ߰ approximately equals  

unity.  

 

References 

Arrow et al 1961, Kenneth J., H. B. Chenery, B. S. Minhas, R. M. Solow, Capital 

Labor Substitution and Economic Efficiency, Review of Economics and Statistics, 

43, 3, pp 225‐250 

Arrow 1962, Kenneth J., The Economic Implications of Learning by Doing, 

Review of Economic Studies 29, 3, pp 155‐173 



86 
 

Blanchard 2019, Olivier, Public Debt and Low Interest Rates, AEA Presidential 

Lecture 2019, American Economic Review, 109(4), p. 1197‐1229 

Blanchard, Olivier, Giovanni Dell´ Ariccia, and Paolo Mauro 2010, Rethinking 

Macroeconomic Policy; IMF Staff Position Note, International Monetary Fund, 

Washington, February 12, 2010 

Böhm‐Bawerk 1889, Kapital und Kapitalzins, Zweite Abteilung, Positive Theorie 

des Kapitales, Insbruck, Wagner, 4th edn. 2 vols,, Jena, Fischer, transl, 4th 

edition (1921), Capital and Interest, Vols 2 and 3, South Holland, Il. Libertarian 

Press 

Diamond 1965, Peter A., National Debt in a Neoclassical Growth Model, 

American Economic Review, 55, pp 1126‐1150 

Hicks 1939; John R, Value and Capital, Oxford, Clarendon Press 

Homburg 1991, Stefan, Interest and Growth in an Economy with Land, 

Canadian Journal of Economics, 24, pp 450‐459 

Jones 2016, Charles I, The Facts of Economic Growth, in: John B. Taylor and 

Harald Uhlig (Hrsg.), Handbook of Macroeconomics, Amsterdam, North 

Holland, pp 1‐70 

Kaldor 1961, Nicholas, Capital Accumulation and Economic Growth, in F.A. Lutz 

and D. C. Hague, eds, The Theory of Capital, London, St. Martin´s Press, pp 177‐

222  

Phelps 1961, Edmund S. ,The Golden Rule of Capital Accumulation, American 

Economic Review, 59, pp 638‐643 

Rachel, Lukasz and Lawrence H. Summers 2019, On Falling Neutral Real Rates, 

Fiscal Policy, and the Risk of Secular Stagnation, Brookings Papers on Economic 

Activity, March 4, pp 1‐66 

Rogoff 2016, Kenneth S., The Curse of Cash: How Large‐Denomination Bills Aid 

Crime and Tax Evasion and Constrain Monetary Policy, Princeton and Oxford, 

Princeton University Press  

Samuelson 1958, Paul A, An Exact Consumption‐Loan Model of Interest with or 

without the Social Contrivance of Money, Journal of Political Economy, 66 (6), 

pp 467‐482 

Samuelson 1962; Parable and Realism in Capital Theory: The Surrogate 

Production Function, Review of Economic Studies, 29 (3), 193‐206 



87 
 

Say 1803, Jean‐Baptiste, Traité d´Economique Politique, quoted from Wikipedia 

Article “Jean Baptiste Say” April 15, 2019. 

Sheshinski 1969, Eytan, Stability of Growth Equlibrium in a Neoclassical Vintage 

Model, 10 (2), 141‐148 

Solow 1956, Robert M., A Contribution to the Theory of Economic Growth, 

Quarterly Journal of Economics, 70, 1, pp 65‐94 

Solow 1957, Robert M., Technical Change and the Aggregate Production 

Function, Review of Economics and Statistics, 39, 3, pp 312‐320   

Summers 2013, Larry H., Speech at IMF Fourteenth Annual Research 

Conference in Honor of Stanley Fischer, November 8 

Summers 2014, Larry H., US Economic Prospects: Secular Stagnation, 

Hysteresis, and the Zero Lower Bound, Business Economics, Vol 49, pp. 65‐73. 

Von Weizsaecker 1961, Carl Christian, Wachstum, Zins und optimale 

Investitionsquote, Ph‐D Thesis, University of Basel, June 1961;                         

published as von Weizsaecker 1962, Carl Christian, Wachstum, Zins und 

optimale Investitionsquote, Tübingen, Mohr‐Siebeck, 99 pages.  

Von Weizsaecker 2010, Carl Christian, Das Janusgesicht der Staatsschulden, 

Frankfurter Allgemeine Zeitung, 4. June, p. 12 

Von Weizsaecker 2011, Carl Christian, Public Debt Requirements in a Regime of 

Price Stability, Preprint 2011/20, Max Planck Institute for Research in Collective 

Goods, Bonn, pp 1‐59 

Von Weizsaecker 2014, Carl Christian, Public Debt and Price Stability, German 

Economic Review, 15, 1, pp 42‐61 

Von Weizsaecker 2015, Carl Christian, Kapitalismus in der Krise? Der negative 

natürliche Zins und seine Folgen für die Politik, in: Perspektiven der 

Wirtschaftspolitik, 16 (2),pp 189‐212  


